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Bereits von Euler und Gauss in Angriff genommen, allgemein 
formulirt durch Herrn Kummer, hat das Transformationsproblem der 
hypergeometrischen Functionen seither mehrfache Behandlung erfahren, 
insbesondere in neuester Zeit von Seiten des Herrn Goursat.*) Indess 
beschränkte man sich auf die Betrachtung der rationalen 'Transforma- 
tionen. — Die vorliegende Untersuchung bezweckt, Beiträge zu einer 
allgemeinen Theorie der algebraischen Transformation zu geben. 

Den ‚‚hypergeometrischen Functionen“ (Riemann’schen P-Functionen) 
werden hier alle diejenigen Functionen zugezählt, welche einer linearen 


Differentialgleichung 2. Ordnung: 
IT RE 1+Bß+ Pf +N)x ‚.dP 


dx? z(1—%) dx 
| ad (at yNathhe DL 
AR er (1 — x)? a 


mit reellen, an die Bedingung: 


a Ra 2 ae Ze eh eh, 
seknüpften Coefficienten genügen, oder doch durch eine lineare Sub- 
stitution der Veränderlichen x auf Lösungen dieser Differentialgleichung 
reducibel sind. 
Unseren Betrachtungen liegt der Gesichtspunkt zu Grunde, dass 
die 'Transformationstheorie der hypergeometrischen Functionen wesent- 
lich identisch ist mit der der Schwarz’schen Function s(A, uw, v, &), 


*) Man vergl. Kummer, Ueber die Gauss’sche Reihe etc., Crelle’s Journal 
Bd. 15, (1836); Riemann, Beiträge zur Theorie der durch die Gauss’sche Reihe 
_F(o,ß,y,&) darstellbaren Transcendenten, Abh. d. Ges. d. Wiss. z. Göttingen, Bd. 7, 
(1857); Goursat, Sur l’&quation differentielle lineaire, qui admet pour integrale la 
serie hypergeome6trique, Ann, de l’Ecole Norm. Supplem. (1881), Sur les integrales 
rationelles de l’equation de Kummer, Math. Ann. Bd. 24, (1884), Recherches sur 
l’equation de Kummer, Acta Soc. Scient. Fennicae, tom. XV, (1885). 
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d. i. des Quotienten zweier linear unabhängiger Zweige der P-Function, 
in welherA=a— e,u=ß-Pf,v=y—y zu setzen ist. Dem- 
gemäss bildet den Ausgangspunkt die Eigenart der durch die s-Func- 
tion vermittelten conformen Abbildung, wie sie aus den Untersuchungen 
des Herrn Schwarz*) bekannt ist. Die weiterhin zu benutzenden 
Principien entstammen dem Ideenkreise Riemann’s und sind im 
Grunde dieselben, welche Herr Klein erfolgreich auf die Theorie der 
Transformation der elliptischen Functionen ın Anwendung gebracht 
hat. Vornehmlich ist es das Hülfsmittel der Riemann’schen Fläche 
in einer von der sonst gebräuchlichen etwas abweichenden Form, auf 
welches wir hier Bezug nehmen. 

Der hauptsächliche Inhalt der Artikel 1 und IV war Gegenstand 
einer vorläufigen Mittheilung an die 'Königl. Sächs. Gesellschaft der 
Wissenschaften (Berichte der Math.-Phys. Classe v. 2. Febr. 1885). 


I. 
Die Diophantischen Bedingungen des Transformationsproblems. 


Bezeichnet man abkürzend mit [s], die Differentialinvariante: 


d’s SEN 2 
en da? 
ds me) ds 
da dx 


und mit R(A, u, v, x) die rationale Function: 
re en De 


20? (1— x)? 


so kann das in Betracht genommene one folgender- ' 
massen ausgesprochen werden: " 
Es sollen alle algebraischen Gleichungen: 


(1) | fa, y) =) 
aufgestellt werden, welche den Uebergang von einer Differen- 
tialgleichung : 
(2) [$lz Tre R(A, u, v, x) 
zu einer Differentialgleichung derselben Form: 
(3) [sy = R(A, u, v, 9) 
vermitteln, mithin  Integralgleichungen der Kummer’schen 
Differentialgleichung : | 
d 
(4) al, + Ra u n0) (7) = Rh mv, y) 
darstellen. 


*) 8. Crelle’s Journal, Bd. 75. 
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Als ein erster Schritt zur Beantwortung der aufgeworfenen Frage 
wird die Lösung der Aufgabe zu betrachten sein, die fraglichen alge- 
braischen Transformationsgleichungen der Art nach, d. h. durch die 
Verzweigung der zugehörigen Iriemann’schen Fläche zu definiren. In 
zweiter Linie wird sich dann die Untersuchung auf ihre explieite Dar- 
stellung beziehen müssen. Wir beschäftigen uns hier vornehmlich mit 
dem erstgenannten Theile des Problems. 

Die Gleichung (1) werde als irreducibel vorausgesetzt; ihr Grad in 
x und y sei resp. durch » und n, ihr Geschlecht durch p bezeichnet. 
Ueber der &- und y-Ebene wollen wir uns dementsprechend die zuge- 
hörige Riemann’sche Fläche mit n resp. n Blättern ausgebreitet 
denken. | 

Aus der dreifach unendlichen Schaar particulärer Integrale der 
Differentialgleichung (2) greifen wir jetzt irgend ein bestimmtes: 


3(A, u, v, ) 
heraus, durch welches sich bekanntlich alle anderen in der Form: 
484 6 1% 
- 84% 
mit Hülfe constanter Ooefficienten c; ausdrücken lassen. Bedeuten dann 
= 9W), h=1,2,...,n 


die Auflösungen der Gleichung (1) nach x, so gehen durch Substitu- 
tion derselben aus 3(x) m’ bestimmte particuläre Integrale der Differen- 
tialgleichung (3) hervor, welche im Allgemeinen von einander ver- 
schieden sein werden. Da indess f(x, yJ)=0O als irreducibel voraus- 
gesetzt wurde, so kann von den Functionen @,(y), weil sie sämmtlich 
Zweige einer und derselben algebraischen Function sind, jede in jede 
andere dadurch übergeführt werden, dass man y in seiner Ebene ge- 
eignete geschlossene Wege beschreiben lässt. Mithin hat dielrreducibilität 
der Transformationsgleichung auch zur Folge, dass die transformirten 
_ Werthe 3(9,(y)) der Function (A, u, v, x) als Functionen von y 
sämmtlich Zweige einer uud derselben bestimmten Iutegralfunction: 
3 (A, wv,y) 

der Differentialgleichung (3) darstellen, welche untereinander durch 
solche lineare Substitutionen zusammenhängen, wie sie geschlossenen 
Wegen der Variablen y entsprechen. Es bedarf kaum der Erwähnung, 
dass völlig analoge Betrachtungen bezüglich der inversen Transforma- 
tion Platz greifen. 

Nach dem Gesagten besteht unter Vermittelung der Gleichung (1) 
die identische Gleichung: 


(A, u, v, x) wor 3(A, w, vV, Yy): 
Wir verabreden, dass im Folgenden überall für die Variable s der 
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veränderliche Werth der linken oder rechten Seite der letzten Gleichung 
genommen werden soll, und ferner, dass überall da, wo von den 
Umkehrfunctionen: 


z=r(8), y=H(s) 
gesprochen wird, unter dieser Bezeichnung diejenigen Functionen ver- 
standen werden sollen, welche aus der Umkehrung der Gleichungen: 
s— 3A, mv,x),, s=3'(A,w,v,y) 

entspringen. Diese Gleichungen werden im Allgemeinen nicht als 
unbeschränkt umkehrbar betrachtet werden dürfen; es genügt aber 
vorauszusetzen, dass die Umkehrfunctionen für einen gewissen end- 
lichen Bereich der Variablen s erklärt seien, über welchen hinaus sie 
bis zu etwa vorhandenen natürlichen Grenzen analytisch fortgesetzt 
gedacht werden mögen. 

Man’ betrachte jetzt in der s-Ebene ein Gebiet $, welches aus 2% 
Kreisbogendreiecken (A, u, v) mit den Winkeln Ar, un, vr besteht, 
die ihrerseits vermöge der conformen Abbildung durch die Beziehung 
s—=3(A, u, v,x) abwechselnd der positiven und negativen Halbebene 
(x) entsprechen. Dieses Gebiet S werde dadurch erzeugt, dass man 
zunächst zwei zusammengenommen der ganzen x-Ebene entsprechende 
Dreiecke (A, u, v) herausgreift, zu einem symmetrischen Kreisbogen- 
viereck vereinigt und zu diesem Ausgangsviereck noch n — 1 „äqui- 
valente‘‘ aufsucht, Als äquivalent werden aber hierbei je zwei Gebiete 
bezeichnet, die auseinander durch solche lineare Substitutionen der 
Variablen s hervorgehen, welche die Umkehrfunction x(s) ungeändert 
lassen. Das Gebiet S, welches an sich kein zusammenhängendes zu sein 
braucht und überdies eventuell die s-Ebene in gewisser Ausdehnung 
mehrfach überdecken kann, denke man sich weiterhin noch längs eines 
gewissen Liniensystems zerschnitten. Dieses Liniensystem sei vorläufig 
nur durch die Eigenschaft charakterisirt, dass, wenn / eine Linie desselben 
bedeutet, auch alle zu / äquivalenten, innerhalb & verlaufenden Linien 
dem Systeme angehören sollen. Das derart zerschnittene Gebiet $ hat 
offenbar die Eigenschaft, dass sich seine Randcurven einander paarweise 
durch lineare s-Substitutionen zuweisen lassen, welche x(s) in sich 
überführen. Vermöge einer solchen Zuordnung der Randcurven unter 
sich repräsentirt, Ö in abstracto eine geschlossene Mannichfaltigkeit Z von 
bestimmtem, eventuell mehrfachem Zusammenhang. 

Unsere Voraussetzung geht dahin, dass diese Maunichfaltigkeit I 
genau der über der «-Ebene zu construirenden »-blättrigen Biemann’- 
schen Fläche entspreche, mithin auch ausnahmslos eindeutig auf die 
n-blättrige y-Fläche bezogen sei. Hieraus folgt auf Grund des 
Schwarz’schen Satzes, dass das Polygon $ einem aus 2n (ab- 
wechselnd der positiven und negativen Halbebene (y) entsprechenden) 
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Kreisbogendreiecken (4, w', v') zusammengesetzten Polygone $’ äquivalent 
ist. Die Dreiecke des letzteren werden nämlich das Gebiet S in solcher 
Weise einfach erfüllen, dass die am Rande liegenden Dreiecke eventuell 
zerstückt erscheinen, die getrennten Theile eines und desselben Dreiecks 
aber ihren Zusammenhang durch Vereinigung der zugeordneten Rand- 
curven von S erlangen. 


Indem wir so in der geschlossenen, zweierlei Dreiecksnetze 5 
und 5’ tragenden Mannichfaltigkeit & ein Aequivalent für die über 
der x- resp. y-Ebene auszubreitenden Riemann’schen Flächen gewonnen 
haben, gelingt es, die Eigenschaften der letzteren und damit die Natur 
der zwischen x und y vorausgesetzten algebraischen Beziehung zu 
erschliessen. 


Zuerst bemerkt man, dass y in Bezug auf x und umgekehrt x in 
Bezug auf y nur an solchen Stellen verzweigt sein kann, wo wenigstens 
eine der Variabeln x und y einen der singulären Werthe 0, oo, 1 an- 
nimmt. Sind nämlich x, und %, beide von 0, oo, 1 verschieden, so 
lasse man s in seiner Ebene um den zugehörigen Punkt s, eine ge- 
schlossene Curve einfach durchlaufen, welche keinen Eckpunkt der 
Dreiecksnetze $ und 5’ umgiebt. Nach dem Schwarz’schen Satze 
folgt dann, dass gleichzeitig x und y nach einfacher Umkreisung von 
x, resp. y, zum Ausgangswerthe zurückkehren. 

Von den Werthepaaren, welche hiernach für die Untersuchung 
der Verzweigung beider Riemann’scher Flächen allein in Betracht 
kommen, sind die Combinationen der Werthe 2=0, oo, 1 mit den 
Werthen y=0, &, 1, welche f(x, y) = 0 befriedigen, gesondert zu 
behandeln. Sie mögen als Verzweigungswerthe 1. Art bezeichnet sein. 
Nach Ausschluss derselben mag die Gleichung f(2,y)=0 für 20, o,1 
noch resp. r, s, t unter sich verschiedene y-Werthe: y= 1, N, --- Nr; 
men ,..on,füry0,c00,1 dagegen resp. r,s,t ver- 
schiedene z-Werthe: 28,5... 87; Ein. :, 885 E15, se als Wurzeln 
zulassen. Diese bilden die Verzweigungswerthe 2. Art. 

Einem Werthepaare 2. Art, .B.z=0, y=n,, entspricht in 
3 ein Punkt s,, welcher Eckpunkt des Netzes 5, nicht aber Eckpunkt 
von S’ist. Ist nun « die kleinste Anzahl von Umläufen um s,, welche 
der Punkt s machen muss, damit x zu seinem Äusgangswerthe zurück- 
kehre, so wird wegen der Conformität der Beziehung zwischen den 
Ebenen (s) und (y) im fraglichen Punkte zum gleichen Ende auch y 
den Punkt 7; «mal umkreisen müssen. Hieraus folgt, dass die Summe 
der am Punkte s, von & liegenden Dreieckswinkel des Netzes $ gleich 
2«r sein muss. Ihre Anzahl ist dabei nothwendig eine gerade —=2g. 
Für unser Beispiel ist die Grösse der in Betracht kommenden Dreiecks- 


winkel durch Az, ihre Anzahl durch — gegeben und folglich muss A 


g Erwın PaArperınz. 


gleich der rationalen Zahl n sein. Offenbar sind « und oe relativ prim 


und bedeuten die Anzahlen der im Punkte 2=0, y= pn; in der y- 
resp. «-Fläche cyklisch zusammenhängenden Blätter. 
Wir setzen: 


6) 1= n—-, v--, 
Mi) w Er = 


und erkennen im Verfolg obiger Schlussweise, dass die Grössen «, ß, y, 
«, ß, y und 0, 6, r, 0, 0, 7 positive*) ganze Zahlen (die letzteren 
> 1) darstellen, sofern nicht die ihnen entsprechenden Zahlen r, s, t, 
r',s,t Null sind. 

Das Resultat der auf die Werken 2. Art bezüglichen Ueber- 
legungen bringen wir in die folgende Uebersicht. 

Es hängen im Uyklus zusammen: 


in der x-Fläche 
bei: N r-mal oe Blätter 


x meet O0 Ss ») 6 ER) 
U —E 7 „) T ” 
= 1 \ 


Die übrigen Blätter verlaufen an 


: „P & diesen Stellen isolirt. **) 
5, 
2—=E 
Re a 
in der y-Fläche 
bei: 4 r-mal o° Blätter 

Yu SO 

— 1 ea 


*) Die Exponenten A, u, v, A’, w‘, v’ können unbeschadet der Allgemeinheit 
positiv angenommen werden, da die Differentialgleichungen nur ihre Quadrate 
enthalten, ’ 

“*) Ausnahmen hiervon können nur eintreten, wenn irgend ein &,=8,; oder 
= &/ wird; doch sind derartige exceptionelle Vorkommnisse auf die gegenwärtige 
Betrachtung ohne Einfluss. 
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| 

BR je « Blätter 

Nr 

IE — 

age Die übrigen Blätter verlaufen an 
a rbnnen diesen Stellen isolirt. 
2a 

yan 

a ON ER „ Y „ 

Et ) 


Es blieben noch die Werthepaare 1. Art unberücksichtigt. Greift 
man eines derselben, z. B.ex=0, y = 0 heraus, so werden ihm inner- 
halb & eine gewisse Anzahl e von Punkten entsprechen, welche gleich- 
zeitig Eckpunkte beider Dreiecksnetze $S und S8’ sind. Die anliegen- 
den Dreieckswinkel besitzen für das betrachtete Beispiel die Grösse 
Ar, resp. Az. Stossen nun im ie Punkte dieser Art resp. h® Dreiecke 
(A, u, v) und k@ Dreiecke (A, w', v’) zusammen, so hat man nothwendig: 

NOTTR— KIUN, a 
mithin: 
«0 h® = (0 (mod. «'eE) 


Des, Da 


I =Ab0. 


und, wenn 


gesetzt wird: 


Analoge Resultate ergeben sich für die übrigen Werthepaare 1. Art. 
Diesen werden daher im Allgemeinen (wenn nämlich die Exponenten 
des zugeordneten Paares A, A’, ete. ungleich sind) Windungspunkte der 
Riemann’schen Flächen entsprechen. Um ihre Zugehörigkeit zu den 
Combinationen der Werthe 2<=0, ®, 1, y=0, oo, 1 anzudeuten, 
wollen wir uns den eingeführten Zahlen e, h®, k®, d, ö’ doppelte 
untere Indices ertheilt denken. Werden dann die dem einzelnen 
Werthepaare zuzuweisenden Indices nach Massgabe folgender Tabelle: 


= =oc=l 


ee 9 


= Dauer 12 22 au 


Nez 152 2a 3,3 


gewählt, so bestehen zwischen den Anzahlen d,;; und dj, bei der den 
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Werthepaaren 1. Art in der &- resp. y-Fläche in Betracht kommenden 
Blätter folgende Gleichungen: 

AÖ,, == A061, ud, == 1:08,55 vÖ;, = A Öz, 
(6) A. =udn, Hi, —wWbn, vo, —wbR, 

20, Wide, dev dr, 70, VOR 

Ueber die Art der Vertheilung der Blätter in Cyklen oder, was 
gleichbedeutend ist, über die Zerlegung der Zahlen Ö,,, Öj5,---, Ö33 
in ihre Summanden hi, We et dagegen von vornherein Nichts 
bekannt. — Die Gesammtzahl der fraglichen Cyklen sei mit 
g a Fee 2 


bezeichnet. 
Wir setzen schliesslich: 


I + tt ta, In + Aa + Is = a), 
(7) Ö,, = 05, ar Ö53 —b, 01 SE Ög> Si Ös3 er b, 
ta tige, Ist dat da —c, 
und heben als eine Folge der Gleichungen (6) die Relation: 
(8) aA+bu+tcov=at +lwW+crv 
hervor. 


Auf Grund des Bisherigen hat man für die Gesammtzahlen n und 
n der Blätter beider Riemann’scher Flächen die Zerlegungen: 


(9) n=a+treoe=5b +s0 =c tr, 
ö n=a+re=b+so=c Tr, 
überdies aber die Ungleichungen: 
(10) atb+ceD>g va tt te>g, 
(11) o.ßy<n, a, rn. 
Drückt man weiter das Geschlecht p nach bekannter Formel durch 


die Blätterzahl und die Multiplieitäten der Verzweigungspunkte aus, 
so ergiebt sich mit Rücksicht auf die Gleichungen (7) und (9): 


rer Annett (ee u 
2p Hg 2en rt + re - Y+Hs-N72 7, 
Schliesslich stellen wir zu weiterem Gebrauche noch eine Reihe 
von Relationen zusammen, welche algebraische Folgen der bereits an- 
gegebenen sind: 


(15) nl—A—-u—v)=n(l-A—wW—v); 
(14) 3n >24, 3029 


as. ee te en 
r(e —-3)+s( —5) + -3)<6p +2g — 6; 


en ätion der hypergeometrischen Functionen. | LT 
n —- r— s—t<2»p+g-—2, 
„—r — s—- f<s2p+qg—2; 
a Ey 
@Erlo 2) 5 r8(o - 2)=2(e, 29-79 — 2). 


‚Die Gleichung (13) ergiebt sich durch Elimination von r,s,t,r, 8, t 
aus (9) und (12) mit Berücksichtigung von (8). — Eliminirt man 
a,b,...,c aus (9) und (10), so folgt: 


3n — ro —so -tr >g, 


(16) 


(17) 


s"—ro— se —tr>a. 
Diese Relationen lassen einerseits unmittelbar die Geltung der Un- 


gleichungen (14) erkennen, andererseits ergeben sie in Verbindung 
mit (12) durch Elimination von »n und ”: 


r(0 3) ste — 3) +43) + 3rl@— 1) +38 (8 1) 
| +37 1)<6p +24 — 6, 

r(@—-3)+ (0 —3)+1@— 3) + 3r(@— 1) + 3s(ß — 1) 
+3 - D<6p + 29-6, 


also a fortiori die Ungleichungen (15). Die Relationen (16), welche 
directe Folgen der Gleichungen (12) sind, liefern endlich mit den aus 
(9) abgeleiteten Gleichungen: 


a+tre+b+s0o=2n, 
a+roe+b-+so=2n 
durch Addition verbunden, die Ungleichungen (17). 

Wir wollen jetzt der exceptionellen Fälle gedenken, bei denen der 
in den Gleichungen (5) gemachte Ansatz keine oder doch nur theil- 
weise Anwendung findet. Derlei Ausnahmen treten ein, so oft von 
den singulären Werthen x, y=0,%,1 irgend zwei solche Elemente, 
welche zusammen ein Werthepaar 1. Art constituiren, einzeln keinem 
Werthepaare 2. Art angehören. Den Grund davon können zwei ver- 
schiedene Eventualitäten bilden, welche sogleich näher gekennzeichnet 
werden sollen. 

A) Unter den Exponenten der zu transformirenden s- Function 
mag einer oder mehrere als willkürlich (insbesondere als irrationaler 
Werthe fähig) vorausgesetzt werden. Es sei A ein solcher Exponent, 
so ist klar, dass der zugehörige singuläre Werth «= 0 keinem Werthe- 
paare 2. Art angehören kann. Die » Wurzeln der Gleichung f(0, y) = 0 
können daher nur unter den Werthen y=0,c0,1 gesucht werden 
und zwar wird: 


fO0,9)— C-yuy-— De, 6, + IN — dh, 
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sofern wir, wie bisher, unter d,,, Ö4., Od, die Multiplicitäten dieser 
Wurzeln verstehen. Da letztere nicht sämmtlich =(O sein können, 
sei etwa Ö,, von Null verschieden und <= eine Öj,-fache Wurzel 
von f(x,0)=0; so hat man nothwendig: 


Pe 
1 


Es wird also A’ dem willkürlichen Parameter A bis auf einen rationalen 


y=(0 kann ebenfalls keinem Werthe- 


paare 2. Art angehören. Ist über diesen Zahlenfactor passend ver- 
fügt, so ist zugleich die Zerlegung einer der Zahlen d,, und djı in 
Summanden (welche der Vertheilung der für die Werthecombination 
x=0), y=0 inder x&- resp. y-Fläche in Betracht kommenden Blätter 
in Cyklen entspricht) durch die Zerlegung der anderen mitbestimmt. 


Denn ist: ‚ 
> 2 () . ; 
Ö,, —— hi; db = ki, (A 172,058 €» 


so muss jetzt 


EV 

) ; 11 

ki Sr „“ x r 
11 


sein. — Analoges gilt für die weiteren etwa vorhandenen exceptionellen 
Werthepaare 1. Art. 

Im Uebrigen müssen auch hier die Diophantischen Grundbe- 
dingungen der Transformation erfüllt sein und wir können den Ansatz 
(5) zweckmässig in der Weise aufrecht erhalten, dass wir setzen: 


= — LS etc. 


und nun unter e und oe’ willkürliche Parameter verstehen mit der 
Bedingung: 
e:0=d,: Cu, 


Das Diophantische System enthält dann die Grössen oe und o’ that- 
sächlich nicht, dar =r = zu setzen ist. 

B) Die zweite der zu erörternden Eventualitäten hängt mit dem 
Auftreten von wesentlich singulären Stellen für die der Transformation 
zu unterwerfenden s-Functionen zusammen, welche durch Coincidenz 
eines m-fachen algebraischen und eines logarithmischen Unstetigkeits- 
punktes entstanden gedacht werden können. 

Den Uharakter dieser Art von Singularität können die Verzweigungs- 
punkte O0, ©, 1 nur für ganzzahlige Werthe der Exponenten erhalten, 
indem dann im Allgemeinen die Entwickelung von s in der Umgebung 
des betreffenden singulären Werthes ein logarithmisches Glied auf- 
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weist*). Da in einem solchen Falle der Schwarz’sche Satz über die 
conforme Abbildung durch die s-Function insofern eine Ausnahme 
-erleidet, als die Begrenzungskreisbögen des der Halbebene des Argu- 
mentes entsprechenden Dreiecks der s- Ebene in einer oder in mehreren 
Ecken sich berühren, unsere ganzen Ausführungen sich aber wesentlich 
auf die conforme Abbildung stützen, so müssen wir, was den Ansatz 
(5) betrifft, wiederum eine Modification eintreten lassen. 

Es sei beispielsweise 4 gleich einer ganzen Zahl m und x = 0 
ein logarithmischer Unendlichkeitspunkt für die Function $(A, u, v, x); 
ferner werde Ö,, und Ö,, von Null verschieden angenommen, so foigt 
zunächst nur, dass auch y= für 3 (A, uw, v', y) eine logarithmische 
Unendlichkeitsstelle bildet, also neben r= 0 auch ! =(0. Dagegen 
ist über den numerischen Werth des zugeordneten Exponenten A’, ab- 
gesehen davon, dass er eine ganze Zahl m sein muss, auch nach 
Fixirung von Öd,, und dj, Nichts bekannt, und umgekehrt ist in der 
Angabe von m und m’ noch keine Bestimmung für das Verhältniss 


gegeben. Mit anderen Worten: Ist x,, y, ein Werthepaar 1. Art 
11 


von solcher Beschaffenheit, dass &, für die Function 3(x) und y, für 
3(y) einen logarithmischen Unendlichkeitspunkt bildet, so können die 
n Blätter der zu f(x,y)=(0 gehörigen Riemann’schen Fläche über 
der x-Ebene an der Stelle = x, (und umgekehrt die m’ Blätter der 
y-Fläche an der Stelle y—= y,) in ganz beliebiger Weise verzweigt sein. 

Wie man sieht, ist die Form der Transformationsgleichung un- 
abhängig von den speciellen Werthen der ganzen Zahlen m und m’, 
welche die zu den wesentlich singulären Punkten gehörigen Exponenten 
darstellen, und nur (durch das Verschwinden des ihnen zugeordneten 
Zahlenpaares aus der Reihe r, s, £, r', s’, { charakterisirt. Demnach 
können die den Transformationen vom Typus B) entsprechenden Dio- 
phantischen Bedingungen in der Weise aufgestellt werden, dass man 
wiederum 


ansetzt und jetzt verlangt, dass die Relationen (6) bis (12) für un- 
begrenzt wachsende Werthe von o, 0, etc. stattfinden. 

Während hiernach die Transformationen, welche den unter A) 
gemachten Voraussetzungen entsprechen, jedesmal zugleich Transfor- 
mationen vom Typus B) bedeuten, findet das Umgekehrte nicht statt 
und bilden also die letzteren eine der Zahl nach ausgedehntere Ulasse. 

Alles zusammenfassend können wir sagen: 


*) Man vergl. die von Hrn. Schwarz, Cr. J. Bd. 75, gegebenen Kriterien 
für das Verschwinden des Coefficienten des logarithmischen Gliedes. 
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(I) Das Problem der algebraischen Transformation hängt 
in erster Linie ab von der Auflösung des Systems unbestimmter 
Gleichungen (5), (6), (”), (9) und (12) in positiven ganzen 
Zahlen und unter Berücksichtigung der Ungleichungen (10) 
und (11). 

Dieses System geht vermöge der Annahme: 
ned) 
über in das Diophantische System der rationalen Transformation: 
welches Hr. Goursat aufgestellt hat. 
Man hat nämlich infolge obiger Annahme: 
07 3, 
r-sel--(0, 4 -b-0- |\,u ) vu 
An Stelle des Ansatzes (5) tritt hier nur: 
en See ir 
% 6 T 
ferner verschwinden in dem Grössensysteme: 
ur , Ö,1, Ö;; 9 
Ö,2, Ö29; O2; 


€ 


Ö,; ’ Ö35, Ö33 


alle Elemente bis auf drei (so zwar, dass jede Horizontalreihe ein 
nicht verschwindendes Element enthält) und diese drei bedürfen keiner 
Zerlegung in Summanden. Drückt man weiter mit Hülfe von (6) die 
Ö;; durch die d,, aus, so ergeben die drei letzten Gleichungen (7) die 
Werthe der A’, u, v‘. Die Relationen (9), (10), (12), (13), (15), 19 
endlich reduciren sich auf: 


n=atroe=b-+s0 =c-HTtr, 
a+b-+e>5, 
n=r+s+ttit-+l, 
1—-—A-wW—-venl—i—u—v), 
re —-3)+s6— 3) + —2<0, 
at re —-D+b+s6— <H+2; 
alle übrigen werden überflüssig. | | 
Es mag noch erwähnt werden, dass die Diophantischen Be- 
dingungen der Transformation auch zu einer einfachen Lösung des 
von Hrn. Schwarz behandelten Problems dienen können: alle Fälle 
zu bestimmen, in denen die Differentialgleichung: 


i [sa = RA, u,v,%) 
algebraisch integrirt werden kann. 
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Man hat zu diesem Ende nur nöthig 
Zul u 

anzunehmen, da bei geeigneter Wahl der Integrationsconstanten 

3.(1, l,1,)=y 
erhalten wird. Weil hier die Werthe y=0, oo, 1 ihren singulären 
Charakter verlieren, so brauchen nur noch Werthepaare x, y der 
2. Art in Betracht gezogen zu werden und man hat alle Grössen 
g,a,b,..., €, Oi, 0; gleich Null zu setzen. Von den sich er- 
gebenden Gleichungen heben wir nur die folgende hervor: 


EN HE TA 
2» n(1 : & 
welche zeigt, dass das Geschlecht » der zwischen x und 


s—=$ er = =, x) 
bestehenden algebraischen Gleichung: 


fa, o) er u 
— 0,1, oder > 1 ist, jenachdem E E= rn =. -2- Liste 

Das Diophantische System giebt nur nothwendige, nicht die hin- 
reichenden Bedingungen für die Aufstellung einer Biemann'schen Fläche, 
welche der postulirten Transformationsgleichung entspricht. Die Frage, 
ob eine solche Fläche immer existirt und wie weit etwa jene Be- 
dingungen hinreichen, um sie zu definiren, bleibt vorläufig unent- 
schieden und kann erst am  Schlusse unserer Untersuchungen be- 
sprochen werden. 

Inzwischen empfiehlt es sich vielleicht, an dem .Beispiele einer 
bereits bekannten irrationalen Transformation zu erläutern, in welcher 
Weise die Construction einer Iiemann’schen Fläche an der Hand der 
Daten des Diophantischen Systems gemeint ist. 


Beispiel. 
Unter %k eine nach Willkür zu wählende Zahl verstanden, sei die 
Transformation: 


l 1 1 
ei SE’ )- ee) 
vorgelegt, welche folgendem Lösungssystem des Diophantischen Systems 
entspricht: 


a Re 
N | Vena 
Deka s, ur e2k, Berker 
BEN BE DR ENTER, r=0,5-=-0,t-=0, 

(a 
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Hierin sind folgende Angaben über die Riemann’sche Fläche der Trans- 
formationsgleichung enthalten: Es giebt 6 Werthepaare 1. Art: (0, 0), 
(0, ©), (0, 1), (1,0), (1, 0), (1,1), denen qg=6 Blättereyklen ent- 
sprechen. In der x-Fläche hängen nämlich an den 2 Stellen z = 0 
und x—= 1 je 3-mal 2 Blätter cyklisch zusammen, während umgekehrt 
in der y-Fläche an den 3 Stellen y=0,co,1 die beiden Blätter 
isolirt verlaufen. Ferner sind 2 Werthepaare 2. Art vorhanden: (oo, n) 
und (00, n). Demgemäss müssen in der x-Fläche an der Stelle x —= 
2-mal 3 Blätter, in der y-Fläche an den beiden Stelleu y = A und 
y=n beide Blätter jedesmal eyklisch verzweigt sein. 

Um jetzt über der s-Ebene das der Riemann’schen Fläche corre- 
spondirende Polygon $ zu construiren, setze man etwa k= oo, markire 
demnach (Fig. 1) als Bild der positiven Halbebene & irgend ein Kreis- 


bogendreieck / mit den Ecken A, B, C und den Winkeln 0, — 


O0 und weise A, D, Ü bezw. die Werthe = (0,oe, 1 zu. Unter An- 
wendung des bekannten Processes wiederholter Spiegelung an den 
Begrenzungskreisen (wobei Spiegelpunkten immer coujugirte Werthe 
des Argumentes x entsprechen) construire man von I] ausgehend 5 
weitere Dreiecke /', ZI, II’, III, III’, welche sich um den Punkt 
B herum in bestimmtem Sinne aneinander anreihen und von denen 
das letzte III’ längs der Kante AB mit J vereinigt gedacht werden 
kann (die zu vereinigenden Kanten correspondiren den beiden Ufern 


derselben Strecke oo der reellen &-Axe). Biese 6 Bilder der posi- 
tiven bezw. negativen Halbebene & constituiren eine Windungsfläche 
1. Ordnung mit B als Windungspunkt und AB als Verzweigungs- 
schnitt, welche die s- Ebene nach Erstreckung eines Kreisbogendreiecks 
ACD mit drei Nullwinkeln doppelt überdeckt. Beiden Blättern dieses 
Dreiecks AU.D ordne man die positive Halbebene (y) zu, speciell den 
Punkten A, B, C, D jedesmal die Punkte y= (0), n, , 1. Schliesslich 
spiegele man die ganze Configuration an dem Begrenzungskreise ÜD, 
worauf die über A’COD liegenden Dreiecke der negativen Halbebene 
(Y), speciell der Windungspunkt B’ dem zu n conjugirten Werthe 
y=n entsprechend zu setzen sind. 

In Fig. 2 sind die beiden übereinander liegenden Blätter der so 
entstehenden Fläche S mit zwei einfachen Windungspunkten einzeln 
dargestellt und sämmtliche Eckpunkte durch die ihnen correspondirenden 
Werthecombinationen (x, y) bezeichnet. Die der negativen Halbebene (x) 
zugehörigen Dreiecke sind schraffirt und die Verzweigungsschnitte doppelt 
ausgezogen. — Offenbar lassen sich in jedem Blatte die noch freien 
Kanten einander paarweise durch lineare 's-Substitutionen zuweisen, 
welche bezw. die Punkte (1, 0), (0, 1), (0, co), (1, 1) festlassen. Hier- 
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durch ist aber eine zusammenhängende Mannichfaltigkeit &2 vom 
Geschlechte p = 0 eindeutig definirt, welche nach geeigneter Defor- 
mation als Riemann’sche Fläche der Transformationsgleichung über 
der y-Ebene ausgebreitet werden kann (Fig. 3). 

Die noch verbleibende Aufgabe der explieiten Darstellung der 
algebraischen Irrationalität « von y, welche eindeutige Function des 
Ortes in dieser Riemann’schen Fläche ist, ist in Folge der Zuordnung 
der kritischen Punkte zu gegebenen Werthepaaren (x, y) ein voll- 
ständig bestimmtes Problem, dessen Lösung im gegenwärtigen Falle 
(p = 0) keine Schwierigkeiten darbieten würde. Die betreffende 
Gleichung: 

6. - 1 -yr PP — Zyil—y’—0 
ist indess bereits bekannt, und man kann daher umgekehrt an ihr 
unsere Aufstellungen verificiren. 


II. 
Die Gruppe der Periodicitätssubstitutionen für die Umkehrfunction. 


Es wurde bereits von den linearen Substitutionen der Variablen s 
Gebrauch gemacht, welche die beiden Umkehrfunctionen 


x(A,u,v,8) und y(A,w,v,s) 
in sich überführen. Wir wollen diese linearen Substitutionen, deren 
Existenz im Hinblick auf die fundamentale Eigenschaft der s- Function, 
dass zwischen je zweien ihrer Zweige eine Gleichung von der Form: 


Kr A Ce 
Gs-+ 
besteht, keinem Zweifel unterliegen kann, als die zu x(s) und y(s) 
gehörigen „Periodieitätssubstitutionen‘‘ bezeichnen. Offenbar bilden sie 
in ihrer Gesammtheit zwei Gruppen (im specifischen Sinne dieses 
Wortes) und diese beiden Gruppen @ und @ können wir im Anschluss 
an die in der s-Ebene entworfen gedachten beiden Gebietseintheilungen 
S und S’ sogleich vollständig definiren, indem wir ihre erzeugenden 
Substitutionen angeben. 

Es genügt eine der Gruppen zu betrachten, etwa @. Diese wird 
erzeugt durch Combination und Iteration der drei linearen Substitu- 
tionen A, B, C, welche die Variable s=3(A, u, v, x) erleidet, wenn 
x die singulären Punkte = 0, oo, 1 je einfach in positivem Sinne 
umkreist. Zwischen ihnen besteht in bekannter Symbolik die Gleichung: 
(1) WR: kei a 
In der That ist ja, da 3(x) nur bei <= 0, ©, 1 verzweigt ist, die 
successive einmalige Umkreisung von = (0 und £ = © in negativem 


PAPP ERITZ, 2 
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Sinne mit einem positiven Umlaufe des x um = 1 äquivalent. So- 
nach handelt es sich zunächst nur um die Darstellung der erzeugenden 
Substitutionen A, DB, C mit Rücksicht auf (1). 

In einem im XXV. Bde. der Mathem. Annalen abgedruckten 
Artikel: ‚Ueber verwandte s-Functionen“ habe ich die Bedingungen, 
welche sich für die erzeugenden Substitutionen der Periodieität aus 
der Relation UOBA=1 ergeben, von rein analytischem Gesichtspunkte 
aus entwickelt. Für den gegenwärtigen Zweck wird es nöthig sein, 
diese Betrachtungen wesentlich zu modifieiren, um die geometrische 
Bedeutung unserer Operationen klar hervortreten zu lassen. 

Aus den Untersuchungen des Hrn. Schwarz ist zu entnehmen, 
dass jede Function 3(A, u, v, x), deren Entwickelung für die Umgebung 
jedes singulären Punktes von Logarithmen frei ist, im Besonderen 
der drei Formen fähig ist: 

(2) ar AG: Ft . BeortrB _ Gas Fr 

Az, + As B;8. + Bı C33, + 04 ’ 
in welchen die A;, B;, ©; Constanten und 3,, 3,, 3, partieuläre Inte- 
grale der Differentialgleichung [s]; = R(A, u, v, 2) bedeuten, welche 


resp. nach Multiplication mit «4, (—)', (x — 1)’ in der Umgebung der 


singulären Punkte x = 0, ©, 1 eindeutig, endlich und von Null ver- 
schieden bleiben. — Diese Functionen 3,, $,, 3; sollen der Kürze 
halber als die zu den singulären Punkten gehörigen „Normalformen‘“ 
der s- Function bezeichnet werden. Sie entstehen aus den „Funda- 
mentalsystemen“ *) der Differentialgleichung der zugehörigen hypergeo- 
metrischen Function durch Quotientenbildung. Da die Normalformen 
ihrer Definition gemäss offenbar nur bis auf constante Factoren be- 
stimmt sind, sobald die Function $(x) gegeben ist, so wird zur Er- 
reichung völliger Bestimnmitheit über diese Factoren noch eine geeignete 
Verfügung getroffen werden müssen, welche wir uns vorbehalten. 

Im Falle logarithmischer Unstetigkeiten ist nur nöthig, die Defi- 
nition der Normalformen 3,, 3,, 3, dahin abzuändern, dass, unter 
U, B, & geeignete Constanten verstanden, die Ausdrücke 


H—-X:-logx, 3, — Blog (4), 3, — &:los(e — 1) 
in der Umgebung von £—= 0, 0,1 eindeutig und nach Multiplication 


mit a4, ), (x — 1)’ endlich und von Null verschieden bleiben sollen. 


Auch für diese Fälle lassen sich die folgenden Untersuchungen voll- 


*) Diese Bezeichnung wurde von Hrn, Fuchs in die Theorie der linearen 


Differentialgleichungen eingeführt. Vergl. den Aufsatz: Zur Theorie der linearen - 


Differentialgleichungen mit veränderlichen Coefficienten, Crelle’s Journal, Bd. 66, 
und Zusätze, Bd. 68. 


Ir 
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ständig durchführen; indess können die hierzu nöthigen speciellen 
Erörterungen füglich übergangen werden, da sich die bezüglichen 
Resultate aus den hier vorzuführenden durch einen Analogieschluss 
ergeben. 

Die Functionen 3,(x), 3,(2), 3,(2) gehen ihrer Definition zufolge 
bei einem positiven Umlaufe von x um = 0, 00,1 resp. über in: 

e-?hri . 5; e-?uni, FR e-?vni, 3,- 
Bezeichnet man diese linearen Substitutionen durch A’, D’, C’ und 
setzt überdies: 
(3) = TE.) U), 
so ®erden die erzeugenden Substitutionen der Periodieität A, B, C 
für die aus der Umkehrung von 
s—3(A, u, v,%) 


entspringende Function x(s) — falls man, um einen bestimmten Fall 
vor Augen zu haben, 33, wählt — gegeben sein durch: 
(4) Be A ET DEE EUR UN 


Bei der Entwickelung der durch die Relation (1) gegebenen Be- 
dingungen, welche uns zur Aufstellung der Substitutionen A, B, C 
hinführen soll, wollen wir uns eines einfachen Kunstgriffes bedienen, 
um letztere sogleich in einer für die geometrische Deutung geeigneten 
Form zu erhalten. 

Es mögen nämlich die sämmtlichen auftretenden linearen Sub- 
stitutionen in der Form: 

‚ d-+ic)s — (b— ia 
(8) AA ee 
angesetzt werden mit der Determinante: 
a +” + ee + d—=1. 
Die einzuführenden Grössen a, b, c, d denken wir uns stets auf die 
Form gebracht: 


a=&sin -, b—=ysin —, c=E$sin —, d = c08 —- 
mit der Bedingung: 
| se. 
und schreiben die Substitution (5) alsdann abkürzend: 
(6) ‘= (8,2,5,9;8).*) 


*) Man vergl. F. Klein, Vorl. über d. Ikosaeder u. d. Auflösung d. Glei- 
chungen v. 5'®" Grade, Leipzig 1884, p. 34. — Denkt man sich um den Punkt 
s—=0 der s-Ebene (&£=0) eine Kugel (+ n7?+&=1) beschrieben und die 
s-Ebene durch stereographische Projection aus dem Punkte &=0, 7 =0, &=1|) 
auf diese Kugel bezogen, so entspricht bei reellen Werthen der a, db, c,d der 

3# 
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Hiernach haben wir zunächst den Ausdtz: 


(A) !=(0, 0,1, —2An; s), 
(Des =10, 0, 1, 2u0,05) 
DEI O TE 2rR; 5). 


Die Relation (1) ergiebt ferner drei Bedingungen für die 8 Coeffhi- 
cienten der Substitutionen 7’ und U. Da nun letztere bereits der Be- 
dingung unterworfen wurden, dass ihre Determinante jeweils den 
Werth 1 erhalten soll, so bleiben nur 3 Constante verfügbar; diese 
hängen von den noch willkürlichen Factoren der Normalformen ab 
und mögen — ohne der Frage zu präjudieiren, ob nicht für andere 
Zwecke eine andere Normirung vortheilhafter erscheint — so gewählt 
werden, dass die hier abzuleitenden Formeln eine möglichst einfache 
Gestalt annehmen. Zu diesem Ende schreiben wir: 


(Diss IH OR, 
(UL) = (&, 9, 0, M; 9) 
und haben hierauf nur die noch unbekannten Grössen &,, 9, M, N 
gemäss der Bedingung &,°-+ n9. = 1 und der Relation (1) zu be- 
stimmen. *) 
Denken wir uns die durch (4) definirten Substitutionen auf die 


Function s=3,(2) angewandt, so ergiebt eine einfache Rechnung 
zuerst für A, D,C die Formen: 


Fo Ö, Ö, 1,.. — 240 
(B) 5° — (sm N, 0, cos N, — 2uz; 8), 
(Ü) = (m sin M, — &, sin M, cos M, — 2vn; s), 


linearen Transformation (6) der s-Ebene eine Drehung der Kugel durch den 
Winkel g um eine die Punkte (&,n,&) und (— 8, — n,— 8) verbindende Axe, — 
Man beachte, dass die zu (6) inverse Operation durch blosse Umkehrung des 
Zeichens von g’erhalten wird, sowie dass für die Zusammensetzung zweier Sub- 
stitutionen zu einer neuen die Formeln gelten: 


a =(ad +ad)— (be —beo), 
b’=(bd +b’d) — (ca — ca), 
© =(ed +cd)— (ab —-ab), 
d’=—aad —bb —ccC + dd. 

*, Die in dem gemachten Ansatz enthaltene Annahme über die Normalform 
80(2) besteht, wenn die durch sie vermittelte conforme Abbildung in Betracht 
gezogen wird, darin, dass das zugehörige Dreieck (4, u, v) der s-Ebene zwei 
geradlinige Seiten besitzt, welche sich in der bei s= » gelegenen Ecke unter 
dem Winkel Az schneiden und von denen die eine mit der Axe der reellen Zahlen 
zusammenfällt. Durch 3,(&) sind bei unseren Voraussetzungen die beiden’anderen 
Normalformen 8, (x) und 3,(2) mitbestimmt. 
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Sodann aber zeigen die aus der Relation (1) fliessenden Bedingungen, 
dass: | 
= —SinAn, mm cosiAn 
zu wählen ist, und dass zur Bestimmung der Grössen M und N die 
Gleichungen: 
| sin vr sin M = sin un sin N, 
(7) sin Ar sin vr cos M = cos Ar cosvr 4 cos ur, 
sın Az sin ur cos N = cos Ar cos um 4 cosvr 
dienen. 
In definitwer Form lauten daher die erzeugenden Periodicitäts- 
substitutionen : 
Faser (0.0, ers, 
(8) (B) ?=(sin N, 0, cosN, — 2ur;s), 
(CO) s= (cosAzsın M, sin Az sin M, cos M, — 2vn; Ss). 
Will man endlich die festbleibenden Elemente hervortreten lassen, 
so können die erzeugenden Substitutionen auch in der Form geschrieben 
werden: 


(A) Ss ash, i 
tag N Stang N 

(B) u I aan, IUERAUNE 
®— cotg N tg IN # 

(9) cotg 3 8 — colg 5) 
© gs + ei .tang —M ’ st et”. tang —M 
\ — 7 vi, Earaneg: m härEtLT Bu 
Er Foot —M gs — Pi. cotg —M 


Bei der geometrischen Discussion dieser Ausdrücke für die Sub- 
stitutionen A, D, © hat man dreierlei Eventualitäten auseinander- 
zuhalten, welche sich bei der hier gewählten Form der Fragestellung 
auf den Charakter der Substitutionen 7 und U beziehen. Da diese 
Unterscheidungen aber überhaupt in der T'heorie der hypergeometrischen 
Functionen eine . fundamentale Wichtigkeit besitzen, so mögen hier 
einige allgemeine Bemerkungen über dieselben Platz finden. 

Im gegenwärtigen Falle ist es, wie Hr. F. Klein gelegentlich 
bemerkt hat, zu besserer Orientirung zweckdienlich, bei der Dar- 
stellung der Werthe der Variablen s, statt wie gewöhnlich die 
Ebene, eine Kugel zu verwenden, welche man sich auf erstere durch 
eine geeignete stereographische Projection bezogen denken mag. Der 
Schwarz’sche Satz lässt sich dann folgendermassen aussprechen: 
Durch ein partieuläres Integral der Differentialgleichung: 


[sl = R(A, u, v, ©) 
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wird die positive (resp. negative) Halbebene (x) auf ein Kreisbogen- 
dreieck der s-Kugel mit den Winkeln Az, un, vn abgebildet, 
welches — A etwa von den Ecken — Kabn Windungspunkt 
enthält. Ä 

Die Ebenen der Begrenzungskreise dieses reich (1, #, v) haben 
einen Punkt O gemein, dessen Polarebene in Bezug auf die Kugel 
von letzterer in dem ihnen gemeinsamen Orthogonalkreis fl geschnitten 
wird. Man unterscheide nun hinsichtlich der Lage von O einfach 
folgende Fälle: 

I) O liegt innerhalb der Kugel, der Orthogonalkreis $ ist imaginär. 
Hier kann die benutzte stereographische Projection so eingerichtet 
werden, dass O in das Centrum der Kugel fällt und das Dreieck 
(A, w, v) ein eigentliches sphärisches wird; 

II) O liegt auf der Kugel, der Orthogonalkreis S ıst in den Punkt O 
selbst ausgeartet und bildet für die Umkehrfunction stets eine wesentlich 
singuläre Stelle. Wird er in das Centrum der Projection (s—= x) ver- 
legt, so wird das Dreieck (A, u, v) der s-Ebene ein geradliniges. 

III) O liegt ausserhalb der Kugel, der Kreis $ ist reell und er- 
langt für die Umkehrfunction die Bedeutung einer natürlichen Grenze. 

Es hängt von dem Verhalten der Exponenten A, u, v ab, welcher 
von den Fällen I, II, III eintritt, und zwar entsprechen sie der Reihe 


nach den Annahmen: # 
A+u+V21, 
sofern man sich — wie dies für den gegenwärtigen Zweck statthaft 


ist — die Zahlen A, u, v durch die absoluten Beträge ihrer (mod. 2) 
absolut kleinsten Reste ersetzt denkt*). 

Die Substitutionen A, D, Ü sind ebenso wie A’, BD’, 0 „elliptisch“; 
die zur Transformation von BD’ und (C’ benutzten Substitutionen 7 
und U können dagegen „elliptisch“, ‚„parabolisch“ oder „hyperbolisch“ 
sein. Es ist zu zeigen, wie sich diese Eventualitäten den obigen 
Fällen I, II, III unterordnen. 

Man heut sich leicht, dass der Grenzfall der para 
Substitutionen nur eintreten a wenn sich sin M oder sin N der 
Null nähert; die Gleichungen (7) Zeiben, dass diese beiden Fälle nur 
gleichzeitig und für A-u-+v=]1 stattfinden. Da sich aber heraus- 
stellt, dass für diese Annahme unsere Formeln nicht anwendbar bleiben, 
‘so lassen wir sie vorläufig bei Seite und können dann die Substitu- 
tionen 7 und U in der Form gegeben annehmen: 


*) Die Vermehrung oder Verminderung der Grössen A, u, v» um Multipla 
von 2 lässt die Formeln (7), auf welche es hier ankommt, ungeändert; ihre 
Vorzeichen aber sind an sich beliebig. — Man vergl. zur Ergänzung des Textes 
die Angaben des Hrn, Schwarz. (Cr. J. Bd. 75). 
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ee rer 
(10) year EL. 
(U) T a, a Ani 
sie ‚st ve” 


Infolge der Relationen (7) sind die Grössen cos M und cos N 
stets reell; dieselben Relationen zeigen aber weiter, dass cos’ M und 
cos? N entweder beide < J oder beide > 1 zu nehmen sind. Sieht 
man daher von Vielfachen der Grösse 2x ab, so sind M und N ent- 
weder gleichzeitig reell oder rein imaginär. Beachtet man endlich, 
dass die Gleichungen (7) der Form nach mit gewissen Fundamental- 
relationen der sphärischen Trigonometrie zusammenfallen, welche die 
Winkel Az, ur, vr eines sphärischen Dreiecks mit seinen Seiten 
L, M, N verknüpfen, so bemerkt man, dass immer M und N reell 
sind, sobald A + u + v > 1 vorausgesetzt wird. Daher im Hinblick 
auf (10) das Resultat: 

Den Annahmen A+u-+v Z 1: entsprechend sind die Substitu- 


tionen T und U gleichzeitig elliptisch oder hyperbolisch. 

Generell besteht die geometrische Bedeutung der Gruppe (@ der 
Periodicität von x(s) offenbar darin, dass sie die den Blättern der 
x-Fläche entsprechenden Kreisbogenvierecke des über der s- Ebene 
ausgebreiteten Netzes S ineinander überführt. Man kann hinzufügen, 
dass die Gruppe einen ‚„Hauptkreis‘“ besitzt, welcher bei allen ihren 
Substitutionen in sich übergeht; als solcher stellt sich nämlich der 
den Seiten jener Kreisbogenvierecke gemeinsame (imaginäre, ausgeartete 
oder reelle) Orthogonalkreis & dar. Gestützt auf diesen Umstand lässt 
sich aber die geometrische Bedeutung der Gruppe @ noch einfacher 
charakterisiren, wenn man sich entschliesst, den Orthogonalkreis & 
als Fundamentalkegelschnitt der Massbestimmung einzuführen. Man 
erhält so in den Fällen I) und III) resp. eine elliptische oder hyper- 
bolische, michteuklidische Massbestimmung, im Falle II) aber die ge- 
meine parabolische. 

Bei einer derartigen Auffassung erscheinen die einzelnen Kreis- 
bogenvierecke als congruent; den Substitutionen der Gruppe @ aber 
entsprechen Bewegungen dieser Vierecke in der Ebene (s), welche sich 
aus den Drehungen um die Ecken eines derselben resp. durch die 
Winkel 2Az, 2ur, 2vr mittels Combination und Iteration zusammen- 
setzen. Die Seiten der Dreiecke (4, u, v) spielen hierbei die Rolle 
von geraden Linien und die Relation: 


0BA=1 
erscheint nur als ein anderer Ausdruck des bekannten phoronomischen 
Satzes*), dass ein Dreieck in seine Anfangslage zurückkehrt, wenn 


*) Vgl. Thomsonu. Tait, Handb.d. theoret. Physik, Braunschweig 1871, I.,p.76- 
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man dasselbe successive um seine drei Ecken in einerlei Sinn durch 
Winkel dreht, welche doppelt so gross sind, als die zugehörigen 
Dreieckswinkel (resp. deren Nebenwinkel). 

|Anmerkung: Unsere bisherigen Ausführungen enthalten die ana- 
lytische Bestätigung dieser Bemerkungen. In der That giebt eine ein- 
fache Ueberlegung ohne Weiteres folgende Resultate: 

I A+u-+rv>1. Die anzuwendende elliptische Geometrie ist 
wesentlich identisch mit der Geometrie auf einer Kugel. Die Rela- 
tionen (7) lassen sich, wie schon bemerkt, unmittelbar ah einem 
eigentlichen sphärischen Dreiecke mit den Seiten Z, M, N und den 
Winkeln Az, ur, vz deuten. 

HD) A+u-+v=]1. Lund M lassen sich als zwei Seiten eines 
 verschwindend kleinen sphärischen Dreiecks (4, w, v) auffassen. Von 
diesem geht man zu einem gemeinen geradlinigen Dreiecke (4, u, v) 
mit den endlichen Seiten /, m, n über, indem man: 

I m N 
Lem, Mn, N— wu 
setzt und den Grenzwerth im R= oo in Betracht zieht. Die erste 
Relation (7) ergiebt dann: 


msnva—=nsin un, 
während die beiden anderen in die goniometrischen Formeln für 


cs(A+v)z und csA+tu)r 
übergehen. 
Ill) A+#u-+v<0]1. Man setze: 


ıM= mE N, 


so sind m und n reell. Die Relationen (7) gehen über in die von 
Lobatschewsky entwickelten trigonometrischen Relationen der hyper- 
bolischen Geometrie und lassen sich demgemäss wiederum an einem 
geradlinigen Dreiecke (4, u, v) mit den Seiten /, m, » deuten. In 
der That, führt man durch die Beziehung: 


Er ang 5 TT() 
das Lobatschewsky’sche Symbol TI(v) ein*), so wird: 


cos M = sin M= — i cotg TI(m), 


1 
‚sin TT(m) ? 
und die entstehenden Formeln: 


*) Nicolaus Lobatschewsky, Geometr. Untersuchungen zur T'heorie der 
Parallellinien, Berlin 1840. — TT(v) bezeichnet den sogen. „Parallelwinkel“ (d.h. 
den Winkel, welchen eine zur Linie g durch den Punkt P zu ziehende Parallele 
mit dem von P auf g gefällten Perpendikel v» bildet) als Function der Grösse v. 
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sin vx tang TI(n) = sin un tang TI (m), 
sin Az sin va = (cos Ar cos va + cos um) sin TI(m), 
sin An sin ur = (c08 Ar cos um + cos vr) sin TI(n) 
stimmen mit Lobatschewsky’s Angaben überein (a. a. O. pag. 58).] 
Durch die gegebene explieite Darstellung ihrer erzeugenden Opera- 
tionen ist die Gruppe G@, der Periodieität für die Function x (s), welche 
aus der Umkehrung der Gleichung: 


s=3,(4, u, v, ©) 
entspringt, vollständig defimnirt. j 


Will man allgemein die Gruppe @ aufstellen, welche die Perio- 
dieität der durch Umkehrung irgend einer Gleichung: 


—=3$(A, u,v,%) 
entstehenden Function x(s) bestimmt, so führe man 3(x) auf die zum 


singulären Punkte «= (0 gehörige Normalform 3,(x) zurück. Ge- 
schieht dies durch die lineare Substitution: 


De T, (8), 
so entsteht die Gruppe @ einfach durch Transformation der Gruppe @, 


mittels der Operation 7\,, d. h. die Operationen V der ersten sind den 
Operationen Y, der letzteren vermöge der Relation: 


aueh: 


umkehrbar eindeutig zugeordnet, so dass zwischen beiden Gruppen 
holoedrischer Isomorphismus besteht. 


nl. 


Die Beziehung zwischen den Gruppen der Periodieität zweier algebraisch 
von einander abhängiger Umkehrfunctionen. 


Wir wenden uns zur Untersuchung der gegenseitigen Stellung 
zweier Gruppen @ und @ linearer Substitutionen der Variablen s, 
welche zu zwei durch eine algebraische Transformation verbundenen 
s-Functionen gehören. | 

Besteht durch Vermittelung der irreduciblen algebraischen Glei- 
chung: 


(1) a: fa, )—0 
die Beziehung: 
(2) S(A, u, v, x) in 3A, w,v,%Y), 


so wird nach Substitution der durch Umkehrung der Gleichungen: 
(3) . s=$(A, W203 :%), s=$s(4, w, v, Yy) 
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entstehenden Functionen y(s) und y(s) für x und y die Relation (1) 
zu einer identischen Gleichung in s. | 

Die Existenz der Umkehrfunctionen kann im Hinblick auf die 
conforme Abbildung keinem Zweifel unterliegen: sie sind jedenfalls 
für einen endlichen Bereich der Variablen s erklärbar. Auf die Frage 
nach ihrer analytischen Darstellung durch convergente Processe gehen 
wir hier nicht ein. — Um ferner die folgende Betrachtung nicht durch 
die leicht zu übersehenden Modificationen unterbrechen zu müssen, die 
sie in specielleren Fällen erheischen würde, denken wir uns für s 
einen solchen Ausgangswerth gewählt, dass sowohl x(s) als y(s) von 
0, 00, 1 verschieden ausfallen. Ebenso setzen wir voraus, dass die 
Anfangswerthe für diese Functionen in bestimmter Weise gemäss der 
Gleichung (1) fixirt seien, — eine Festsetzung, die desshalb geboten 
erscheint, weil die Dinkeithäs der Gleichungen (3) eventuell mehr- 
deutige Einetfonen liefern wird. 

Dies vorausgeschickt, denke man sich auf die Functionen eo 
und y(s) nach und nach le Substitutionen der Gruppe @ angewendet, 
so wird <= x(s) ungeändert bleiben, y== y(s) seinen Werth im All- 
gemeinen ändern. Da aber die auf diese Weise erhaltenen Werthe 
von Y% keine anderen sind, als die, welche durch (1) bestimmt werden, 
und vermöge dieser Gleichung nach unserer Voraussetzung einem jeden - 
Werthe & nur n verschiedene Werthe von y% entsprechen können, so 
müssen sich unter den Substitutionen von @ solche befinden, welche 
auch y(s) ungeändert lassen und mithin zugleich in @’ enthalten 
sind. *) 

Diese Ueberlegung führt zu der Erkenntniss, dass die beiden 
Gruppen @ und @ eine gemeinsame, in beiden ausgezeichnete Unter- 
gruppe T enthalten, welche die sämmtlichen s- Substitutionen umfasst, 
die beide Umkehrfunctionen x (s) und y(s) und somit jedes der Gleichung 
(1) entnommene Werthepaar (x, y) einzeln in sich überführen. Aus- 
gezeichnet ist aber die Untergruppe F insofern, als, unter V eine beliebige 
in @ oder @ enthaltene Substitution und unter 7 eine beliebige Sub- 
stitution von! verstanden, offenbar auch alle Operationen von der Form: 


| T=-VTV 
in F enthalten sind. 

Es sei <= x(s) ein Werth, welcher den obigen Voraussetzungen 
entspricht und in bestimmter Reihenfolge Y,, Y; . - ., %„ die zu ihm 
gehörigen ungleichen Wurzeln der Gleichung (1), welche sich, da 


*) Hierbei mag indess hervorgehoben werden, dass, wenn von einer Sub- 
stitution in @ bekannt ist, dass sie einen der zu & gehörigen Werthe y der 
Function y(s) invariant lässt, darum noch nicht geschlossen werden darf, dass sie 
in @ enthalten sei. 
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f(z, y) = 0 irreducibel vorausgesetzt wird, als die Werthe einer Func- 
tion y(s) für eine gewisse Reihe von Werthen: 
U,(8), 0,9), ..., Un(s) 
ihres Argumentes darstellen. Die letzteren, welche kurz als ‚Repräsen- 
tanten“ bezeichnet werden mögen, bilden die Resultate gewisser zur 
Gruppe @ gehöriger Substitutionen U,, Ü;,,..., U„, von denen die 
erste U, = 1 gewählt werden mag. 
Wendet man auf das System der » Functionen: 
(4) y=Yy(U, 9), „ =Y(U;(8)), - --, Yyn = Y(Ur(s)) 
successive alle Substitutionen der Gruppe G an; so werden die Y,, %5,-- 
..,Yn im Allgemeinen untereinander vertauscht. Die Gesammtheit der 
entstehenden und von einander verschiedenen Vertauschungen aber 
bildet eine Gruppe 9, und zwar ist dies keine andere als die Mono- 
dromiegruppe der algebraischen Gleichung f(x, y) = 0 mit Bezug auf y 
als Unbekannte und x als Parameter. — In der 'That ist ja diese 
Monodromiegruppe als Inbegriff derjenigen Vertauschungen der Zweige 
Yı, Yas = ++, Ym der algebraischen Function y von x definirt, welche 
beliebigen geschlossenen Wegen der Variablen x entsprechen; jeder 
geschlossene Weg des x lässt sich aber gegenwärtig als lineare, in @ 
enthaltene Substitution der Variablen s schreiben. j 
Bezeichnen nun: 
RAS Sen 
die sämmtlichen in g enthaltenen Permutationen der Indices 1,2,3,...,%, 
ferner: 
DDINDEN DE, ON 
irgend welche ihnen derart zugeordnete Substitutionen in @, dass bei 
Anwendung derselben auf s die Indices der Functionen (4) resp. die 
Permutationen 1, A,, A;,..., Ay erfahren, endlich: 


N N ce 
sämmtliche Substitutionen der ausgezeichneten Untergruppe T, so sind 
(indem offenbar S, = 1 gesetzt werden darf) durch das Schema: 
ER er ELER dry 
ED DR DE Dan 


RES y ES ON hie) 
alle Substitutionen von @ gegeben. Die %° Horizontalreihe des Schemas 
enthält aber alle Substitutionen von @, welche auf das System der 
Functionen (4) angewandt, eine und dieselbe Permutation A, ihrer 
Indices hervorbringt, und das Schema giebt daher zugleich ein Bild 
des zwischen den Gruppen G@ und g bestehenden meroedrischen Isomor- 
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phismus, nach welchem jeder Substitution in @ eine bestimmte Sub- 
stitution von g, umgekehrt aber jeder Substitution in g mehrere (im 
Allgemeinen unendlich viele) Substitutionen von Gr, speciell der Identität 
in g die Operationen von [ entsprechen. 

Eine völlig analoge Beziehung besteht natürlich auch zwischen 
der Gruppe @’ und der Monodromiegruppe g von f(x,y) =(0 mit 
Dezug auf x als Unbekannte und y als Parameter. Die Stellung der 
Gruppen G und G@’ zu einander lässt sich daher am einfachsten durch 
die symbolischen Gleichungen: 

(5) Ge 1 eye 
charakterisiren, deren Sinn nach dem Vorhergehenden wohl keiner 
Erläuterung bedarf. 

Im Anschluss hieran soll schliesslich die Bedeutung der beiden 
extremen Annahmen erörtert werden, welche bezüglich der Gruppe F 
gemacht werden können. 

1%. Reduecirt sich T auf die identische Substitution: T=1, so 
heisst dies, dass jede von der Identität verschiedene Substitution in G 
den Werth der Function y(s) ändert. Man erhält also zu einem Werthe 
der & ebensoviele Werthe von y, als es Substitutionen in @ giebt, und 
umgekehrt zu einem Werthe des y ebensoviele Werthe von & als Sub- 
stitutionen in @. Die Anzahl der Operationen in @ und @ ist also 
endlich, nämlich bezw. gleich » und %, und die Annahme der Existenz 


einer algebraischen Beziehung f@, y) —=( schliesst die Voraussetzung 
ein, dass die beiden Frunctionen s(A, u, v, ©) und s(A, uw, v',y) selbst 
algebraische Functionen ihrer Argumente seien. 

Zugleich lässt sich aber über den Charakter der Gleichung f(z,y)=0 
noch eine nähere Angabe machen. Da nämlich die Gruppen @ und 
@ jetzt holoedrisch isomorph auf die Monodromiegruppen g und g’ 
bezogen sind, so zeigt sich, dass die letzteren beide genau einfach 
transitiv werden. — Welche der Grössen x und y man als Unbekannte, 
welche als Parameter herausgreifen mag, ist gleichgültig; jedenfalls 
kann man es durch Adjunction geeigneter numerischer (vom Parameter 
unabhängiger) Irrationalitäten erreichen, dass sich die algebraische 
Gruppe der Gleichung f(x, y) = (0 auf die betreffende Monodromie- 
gruppe reducirt. Alsdann charakterisirt sich aber diese Gleichung als 
ihre eigene (Galois’sche Jesolvente und man hat das Resultat: Alle 
Zweige der durch die Gleichung f(x, y) = 0 definirten algebraischen 
Function y von © (oder x von y) lassen sich, sobald T =1 ist, rational 
durch irgend eimen von ihnen darstellen. 

2%. Es mag andererseits die Gruppe T mit einer der Gruppen @ 
oder @ zusammenfallen, etwa: T=@G, so bedeutet dies, dass jede 
Substitution, welche x ungeändert lässt, auch y nicht ändert. Zu jedem 
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Werthe des x gehört daher immer nur ein Werth von y, d.h. n=1, 
umgekehrt zu jedem Werthe des y im Allgemeinen mehrere Werthe 
von x. Da aber beide algebraisch von einander abhängen, so folgt: 
Für P=@G wird y eime rationale Function von %. 


IV. 


Classification der s-Functionen. Ueber die Anzahl der möglichen 
Lösungen des Transformationsproblems. 


Die Diophantischen Bedingungen des Art. I gestatten eine Reihe 
von Schlussfolgerungen, welche es einerseits ermöglichen, einen all- 
gemeinen Satz darüber auszusprechen, innerhalb welcher Grenzen 
die Kummer’sche Differentialgleichung algebraischer Integrale fähig 
ist — ein Satz, welcher das Goursat’sche Theorem über die rationalen 
Integrale umfasst —, andererseits aber in Verbindung mit den gruppen- 
theoretischen Resultaten des Art. Il und III geeignet erscheinen, uns 
der vollständigen Lösung des Transformationsproblems näher zu 
bringen. — Der Entwickelung dieser Folgerungen sind die beiden 
letzten Abschnitte dieser Arbeit gewidmet. 

Wir übergehen die Fälle algebraischer Transformationen, bei denen 
von den Exponenten A, u, v (oder A, w, v’) noch mindestens einer 
willkürlich bleibt. Alle hierher gehörigen algebraischen Integrale der 
Kummer’schen Differentialgleichung, welche der Kürze halber ge- 
legentlich unter der Bezeichnung ‚Kummer'sche Typen“ zusammen- 
gefasst werden mögen, müssen nämlich ohnehin erhalten werden, 
indem man die Existenz logarithmischer Unstetigkeiten für die zu 
transformirende s-Function zur Annahme macht. Ueberdies aber wurden 
diese Fälle von Herrn Goursat bereits behandelt*): er fand, dass 
nur solche algebraische Transformationen auftreten, welche durch 
Combination der seit Kummer’s Arbeiten bekannten rationalen Trans- 
formationen entstehen. 

Hierüber hinaus nehmen in der Transformationstheorie noch zwei 
Classen von Functionen eine Ausnahmestellung ein, welche bedingt, 
dass wir uns hier nicht näher mit ihnen beschäftigen. Dies sind: 

(A) die algebraischen s-Functionen , 

(B) diejenigen transcendenten s-Functionen, welche sich durch 
Logarithmen, cyklometrische Functionen und elliptische Inte- 
grale ausdrücken lassen **). 


*) Goursat, Sur l’equation differ. lineaire etc. p. 100, f. — 
**) Beispiele solcher Functionen sind: 


m VE 
a 1,12) Va”, 
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Was die algebraischen s-Functionen angeht, so besitzen bei ihnen 
nur die schon anderwärts behandelten rationalen Transformationen 
eigentliches Interesse. Diese treten, wenn überhaupt vorhanden, in 
unbegrenzter Anzahl auf. Ueber die Anzahl der möglichen irrationalen 
Transformationen giebt der noch abzuleitende Satz näheren Aufschluss. 
Uebrigens aber gilt die einfache Bemerkung: Sind 9(s,2)=0 und 
»(s,y) = 0 die algebraischen Gleichungen, welchen irgend zwei Func- 
tionen der Kategorie (A) genügen, so enthält das Resultat der Elimi- 
nation von s aus beiden die zugehörige Transformationsgleichung 

fa, y)—®. 

Die unter (B) aufgeführten transcendenten s- Functionen, wslche, 
allgemein zu reden, der Gattung der ellöptischen Integrale änsehhion 
theilen mit den en die Eigenschaft, bereits von rationalen Trans- 
formationen eine unbegrenete Mannichfaltigkerit zuzulassen. Die aus- 
führliche Behandlung ihrer 'Transformation gehört in die Theorie der 
elliptischen Functionen und ist durch zahlreiche Untersuchungen schon 
bis zu einem gewissen Abschluss gefördert worden. 

Den Kategorien (A) und (B) stellen sich gegenüber: 

(C) die s-Funetionen, welche als selbständige Transcendenten zu 
betrachten sind. 
Der Begriff dieser Gattung von Funetionen mag durch die beiden 
Eigenschaften genauer bestimmt werden, dass 

1°. die singulären Punkte <=0, &, 1 der Differentialgleichung 
[se = R(A,u,v, x) für sie den Charakter wirklicher Verzweigungs- 
stellen besitzen und dass sie 

2°. sich nicht auf Functionen der Kategorieen (A) und (B) redu- 
ciren sollen. 

Die so umgrenzte Kategorie (C) wird den eigentlichen Gegenstand 
unserer Untersuchung bilden. Sie umfasst insbesondere eine Reihe 
von s-Functionen mit ganzzahligen Exponenten, wie die aus der Theorie 
der a Modulfunctionen bekannten Transcendenten s(0,0,0,&) 


und s (>, 0 : > : 
eines elliptischen Integrals 1. Gattung in seiner Abhängigkeit von dem 
Legendre’'schen Modul x =%? oder der absoluten Invariante —=J 
darstellen. 


In der Folge wird eine Unterscheidung von Wichtigkeit werden, 
welche sich auf das Vorzeichen der Grössen: 


x), welche den Werth des Periodenverhältnisses o 


8.(0,:1, 4,2) = log’nat} 


1 i ar 
(2,0, ee 
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bezieht. Mit Bezug hierauf mögen daher einige Bemerkuugen voraus- 
geschickt werden. 

Zuerst mag an die Modificationen erinnert werden, welche auf 
pag. 13 für den Fall ganzzahliger Werthe der Exponenten eingeführt 
wurden: Ist z. B. 2<=0 ein eigentlicher Verzweigungspunkt und der 


er 1 
zugehörige Exponent eine ganze Zahl, so setze man A—=— und 
@ 


ime= oo. Für die zu (Ü) gehörigen Functionen mit ganzzahligen 
Exponenten ist daher O<@®<i[1. 

Ist ferner keiner der Exponenten eine ganze Zahl und betrachtet 
. man insbesondere die beiden Ulassen von Functionen: 


Be 2. Er Biah? © RANSEX ) 
(D) 2 9,7 m’ x), s(-, 92 52 x), 5 Var ee L) 
5 
(5 gr 385} 2), 


MD) 5 A Po Ele 2 25) 
welche bezw. den Voraussetzungen ® < entsprechen, und in denen 
m eine beliebige ganze Zahl, «, ß, y aber irgend solche ganze Zahlen 
bedeuten , welche zu den ihnen zuertheilten Nennern relativ prim sind, 
so zeigt die Anwendung der Schwarz’schen Kriterien, dass die unter 
(I) aufgeführten sämmtlich algebraisch sind, während die unter (II) 
aufgeführten sich auf ellöptische Integrale zurückführen lassen. 

Demnach ist für alle der Kategorie (C) angehörigen Functionen 
die Voraussetzung ® > O0 als erfüllt zu betrachten, während alle 
übrigen s-Functionen neuerdings in zwei Kategorien zerfallen, für 
welche diese Voraussetzung stattfindet, bezw. nicht stattfindet. 

An die Spitze der Discussion der Diophantischen Gleichungen 
stellen wir folgende, an die Gleichung: 

n(l—A—u—v = n(1—A—wW—v) 
anknüpfende allgemeine Bemerkung: 

Die Vorzeichen der Gröse Q=1—4 — u — v bleibt bei jeder 
algebraischen Transformation, welche man auf die Function s(A,u, v,x) 
anwenden mag, ungeändert. 

Hierin ist ein neuer Beleg für die Zweckmässigkeit der von Herrn 
Schwarz eingeführten Eintheilung der s- edehönen nach dem Vor- 
zeichen von 2 enthalten, welche wir bereits gelegentlich benutzten. 
Da nämlich nach unserer Vereinbarung in obiger Gleichung A, u, v 
direct die Verhältnisse der bei der conformen Abbildung auftretenden 
Dreieckswinkel zu x bedeuten sollen, so fallen wir gerade auf die 
pag. 22 gemachten Unterscheidungen zurück. 
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Der transformirte Werth von ® heisse ©. Lässt man den Grenz- 
fall = 9% = 0 bei Seite, so stellen, bei Einführung einer geeigneten 
nichteuklidischen Massbestimmung, die absoluten Werthe der Grössen 
Qr und 2%’ bezw. den Flächeninhalt der Dreiecke (A,u,v) und re 
dar, welche bei der conformen Abbildung durch: 


s=3(4,u, v,%), es. (A, w,v,Yy) 
auftreten, und die Relation: 
n2?=n® 
bildet daher, was ihre geometrische Bedeutung angeht, das Analogon 
zu der in der Theorie der elliptischen Functionen bei der Transforma- 
tion a!“ Ordnung der Perioden: 


0, = am, + ba, 
0%,—=co, + do, 


auftretenden Relation ad —be=n, welche ausdrückt, dass der Flächen- 
inhalt des ursprünglichen und der des transformirten Periodenparallelo- 
gramms sich wie 1: verhalten. 

Ist eine algebraische Transformation: 


gefunden, welche zwei Functionen 3(A, u, v, x) und 3'(A,, uw, v', y) 
verbindet, so ergeben sich hieraus im Allgemeinen insgesammt 36 
Transformationen, indem man auf x und y die Gruppe der 36 simul- 
tanen linearen Substitutionen: ; 


c— |] % 1 


y-y,-ı TR Ten, 


anwendet. Diese Transformationen finden zwischen den s-Functionen 
statt, welche aus den beiden ursprünglichen durch Permutation der 
Exponenten hervorgehen. In speciellen Fällen kann sich natürlich die 
Jahl der auf diese Weise ableitbaren Transformationen reduciren und 
es wird dann die Gleichung f(x, y) = 0 eine solche mit gewissen 
linearen (zu obiger Gruppe gehörigen) Substitutionen in sich ein. 
Wir wollen die Gesammtheit der Transformationen, welche durch 
die genannten 36 simultanen Substitutionen untereinander zusammen- 
hängen, wie eine einzige auffassen und haben dann die Füglichkeit, 
unter den möglichen Permutationen der Exponenten jedesmal eine 
bestimmte nach Belieben herauszugreifen, um an sie unsere Betrachtung 
anzuknüpfen. Dies soll in der Weise geschehen, dass wir 


ezogr,vy eo zog 
voraussetzen und im Falle zweier Exponenten mit gleichen Nennern 
den grösseren Exponenten voranstellen. 
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Man bemerkt ohne Schwierigkeit, dass das Diophantische System 
solange im Allgemeinen eine unbegrenzte Anzahl von Lösungen zulassen 
wird, als nicht von den in das System eingehenden Zahlen wenigstens 
zwei fievirt sind, als welche man offenbar p in Verbindung mit einer 


der Zahlen n, n oder q zu wählen hat. 
Unsere Betrachtungen lassen sich unabhängig davon durchführen, 


welches der drei Zahlenpaare: 
pundn, pundn, pundg 
man als gegeben betrachten mag. Indess dürfte es vielleicht am ein- 
fachsten und natürlichsten sein, p und »’ als gegeben vorauszusetzen*). 
Sind die A, u, v als rationale Zahlen gegeben, und 3(A, u, v, &) 
zur Kategorie (Ü) gehörig, so ist nach dem Früheren: 


eine bestimmte positive Grösse und aus den Relationen (16), pag. 11, 


. WwW— UA = . 
folgt, indem man r = Se etc. setzt, für n die obere Begrenzung: 
2 en 
RE SE { 


Ist über die Exponenten noch keine Verfügung getroffen, so sind 
vier Fälle zu unterscheiden: 


1. r>0, s>0, t>0. Die Relationen (15) ergeben: 
r(e 3) + 8s(6—3) + 4er —3) <S6p +24 — 6. 

Demnach können die Grössen 0, 6, r nicht gleichzeitig >6p +29 —3 
sein. Ist aber > 6» + 2q —35, so folgt e—= 2 und wir können, 
indem wir den Fallo=6=2, der auf Functionen der Kategorieen 
(A) und (B) führen würde, ausschliessen, e=2, 6 >2, r>o0 an- 
nehmen. Die erste Ungleichung (17) giebt sodann: 

d + s(6—2)<2(+2p+9—2). 
Hieraus geht unter Berücksichtigung der Beziehung: 

a Er 


oc—.2 — 


die Kette von Ungleichungen hervor: 


it <Sc+tr=b-+so<s 


0 


2 ) © 
—— (t+2p+q — 2) <6(t+2P+9—2), 
aus welcher durch Vergleichung der äusseren Glieder: 


te —-6)<6l2p+g- 2) 
d. h. die Begrenzung: 


bo 
6 


ns 


u 


iR: 


*) In meiner früheren Darstellung liess ich p und q gegeben sein. 
PAPPERITZz. 3 
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r<12p+6q4—5 
gewonnen wird. 

Sonach kommt nur eine bestimmte endliche Anzahl möglicher 
Systeme der Grössen E, 6, r in Frage. Für jedes dieser Systeme ist, 
sobald man es nicht mit den Ausnahmefällen (A) und (B) zu thun 
hat, &® >00 und es gilt wiederum: 


2Pp + y-2° 


N = 


In den drei noch übrigen Fällen lässt sich die soeben gebrauchte 
Schlussweise mit unwesentlichen Modificationen wiederholen, so dass 
es genügen mag, die Resultate anzuführen. 


2.4, > 0,0, N: 
0,0 <6p+2q—2 oder e=2,60<12p+6g—5, 


ee 9 
a ne 
Eee en 

(0) 6 


BE RDÄN Bee 


n<2p+qg—2. 


Nach dem Gesagten ergiebt sich, so oft p und q oder p und n 
segeben sind, für n eine obere Grenze; denn im letzteren Falle ist q 
seinerseits durch die Bedingung qg <3n beschränkt. Somit bleibt nur 
noch bezüglich des ersten Falles auch für n’ eine obere Grenze nach- 
zuweisen, was auf ganz dieselbe Weise, wie soeben für n, geschieht. 

Sind n und w einmal fixirt, so existirt, wie man sofort erkennt, 
nur eine bestimmte endliche Anzahl von Lösungen des Diophantischen 
Systems. Letzteres ist dahin zu verstehen, dass alle Grössen, die in 
das System thatsächlich eingehen, bestimmte endliche Werthe erhalten; 
denn es kann sehr wohl eintreten, dass von den Grössen 0, 0,1,0,0,T7 
solche, deren Coefficienten r,s,t,r',s’,t Null sind, entweder als un- 
begrenzt wachsende oder überhaupt als willkürliche Grössen betrachtet 
werden müssen. Unsere früheren Betrachtungen haben uns aber gezeigt, 
dass die Riemann’sche Fläche der Transformationsgleichung in einem 
solchen Falle ihrer Natur nach unabhängig wird von den willkürlich 
bleibenden Grössen und allein durch diejenigen dem Diophantischen 
System zu eninehmenden Grössen definirt wird, welchen, wie wir soeben 
sahen, nur endliche ganzzahlige Werthe innerhalb vorbestimmter Grenzen 
beigelegt werden können. 
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Wir fassen die erhaltenen Resultate in folgende Sätze zusammen. 
(II) Soll die Kummer'sche Differentialgleichung: 


da \2 ER, 
[2], + Ra mv, 0). (y)— Raw, vv‘, y) 


algebraische Integrale besitzen, welche nicht unter die „Kum- 
mer’schen Typen“ gehören, so ist erforderlich, dass die Zahlen 
A,u,v, A, w, v rationale Werthe ei m Sr = en 
haben. 

(III) Sind A, w, v gegeben und ist ® positiv und von 
Null verschieden, so ergiebt sich nur eine endliche bestimmbare 
Anzahl algebraischer Integralgleschungen, für welche die 
Ordnung w in der Variablen x und das Geschlecht p vor- 
gegebene Werthe haben, andernfalls unendlich viele. 

(IV) Schliesst man die Fälle ® <O aus, so existirt über- 
haupt nur eine endliche bestimmbare Anzahl wesentlich ver- 
schiedener algebraischer Irrationalitäten, welche der Kummer’- 
schen Differentialgleichung genügen und für welche p und nm’ 
gegebene Werthe haben. 

(V) Nach Ausschluss der Fälle &©, ®© <O existirt nur 
eine endliche bestimmbare Anzahl wesentlich verschiedener 
algebraischer Irrationalitäten, welche der Kummer’schen Dif- 
ferentialgleichung genügen und für deren Riemann’sche Fläche 
das Geschlecht p sowie die Gesammtzahl q der blättercyklen, 
welche Combinationen der singulären Werthe x, y = 0, o, 1 
entsprechen, gegebene Werthe haben. . 

Beschränkt man die Betrachtung auf die transcendenten s-Func- 
tionen der Kategorie (C), so folgt als Corollar: 

(VI) Die s-Functionen der Kategorie (C) gestatten (sowohl 
einzeln, als auch in ihrer Gesammtheit) nur eine endliche 
angebbare Zahl algebraischer Transformationen von gegebenem 
Geschlecht p und gegebener Ordnung n'. 


V. 
Die Riemann’sche Fläche der Transformationsgleichung. 


Liegt ein vollständiges Lösungssystem der Diophantischen Grlei- 
chungen berechnet vor, so erscheint jetzt das Transformationsproblem 
zurückgeführt auf das Problem der Aufstellung der algebraischen 
Irrationalitäten, welche eindeutige Functionen des Ortes in einer ge- 
gebenen Riemann’schen Fläche sind. Letzteres wird weiterhin dadurch 
bestimmt, dass diese Fläche in zweierlei Form (als x- und y-Fläche) 

3* 
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definirt ist und ihre Verzweigungspunkte jedesmal bestimmten Werthen 
der Variablen zugeordnet sind. 

Indess wurde bereits am Schlusse des Art. I hervorgehoben, dass 
noch nicht festgestellt sei, ob immer eine Kiemann’sche Fläche existire, 
welche dem gegebenen Lösungssystem entspricht.*) Demnach bleibt 
durch eine specielle Untersuchung zu entscheiden, ob und auf wie- 
vielerlei Weisen durch irgend ein Lösungssystem eine zusammenhängende 
Riemann’sche Fläche definirt werden kann. 

Diese Erwägung lässt die Entwickelung einer Methode wünschens- 
werth erscheinen, welche in jedem Falle die Enischeidung über die 
Möglichkeit des Problems herbeiführt und zugleich gestattet, mittels 
einer begrenzten Anzahl von Versuchen alle die gesuchten Riemann’- 
schen Flächen in eindeutiger Weise zu construiren. Bei ihrer Auf- 
stellung wird die Unterscheidung einer Reihe von verschiedenen Möglich- 
keiten unumgänglich, jedoch findet wenigstens der vereinfachende 
Umstand statt, dass man sich auf die Functionen der Kategorie (C) 
beschränken kann, da bei den übrigen der in letzter Linie verfolgte 
Zweck der expliciten Darstellung der Transformationsgleichung als 
durch bereits bekannte Methoden erreichbar angesehen werden kann. 

Wir beginnen mit folgenden allgemeinen Ueberlegungen. 

Nach Art. II darf für die Umkehrfunction x(s) die Gruppe @ der 
Periodieitätssubstitutionen — rein theoretisch betrachtet — als durch 
Angabe der A, u, v eindeutig bestimmt angesehen werden, sobald die 
lineare Transformation: 

3— 1,(%) 
bekannt ist, vermöge welcher 3(x) auf die zum Punkte &—=0 gehörige 
Normalform 3,(#) zurückgeführt wird. Dieser Umstand giebt die 
Directive für unsere Betrachtung. | 

Es seien A, u, v, A, uw, v’ gegebene rationale Zahlen, welche 
einem vorgelegten Lösungssystem (A) der Diophantischen Gleichungen 
angehören. Wir denken uns die zu den singulären Punkten x = 0, 
resp. y= 0 gehörigen Normalformen: 


EN) (A, u,v, %), 3, (A, w, v Y) 
gebildet. — Gesetzt nun, es existire eine algebraische Gleichung 
f(x, y) = 0, durch deren Vermittelung eine Identität von der Form: 
3(A, u, v,2)= (A, w, v, y) 
besteht, so können wir offenbar die lineare Transformation: 
nach Willkür ansetzen und haben dann die andere: 
*) In der That sind Lösungen des Diophantischen Systems bekannt, welche 


kein Integral der Kummer’schen Differentialgleichung liefern. Vergl. Goursat, 
Math. Ann. Bd. 24, p. 457. 
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’=T,($,) 
demgemäss zu bestimmen. 

Diese Bestimmung vollzogen gedacht, mögen die Gruppen der 
Periodieität @ und @’ für die Umkehrfunctionen x(s) und y(s) einen 
Augenblick als thatsächlich bekannt angesehen werden. Wir besitzen 
dann in der Aufsuchung der ihnen gemeinsamen ausgezeichneten Unter- 
gruppe T ein Mittel, um zu einer eindeutigen Construction der Rie- 
mann’schen Fläche zu gelangen, welche der postulirten Transformations- 
gleichung entspricht. Existirt nämlich eine von der Identität verschiedene 
Gruppe T', so kann auf bekannte Weise*) innerhalb des Polygonnetzes 
S der s-Ebene ein aus 2m Kreisbogendreiecken (A, u, v) bestehendes 
„Fundamentalpolygon“ & von solcher Beschaffenheit bestimmt werden, 
dass jedes Kreisbogendreieck (A, u, v) in $ vermöge einer Substitution 
von T mit einem der in & enthaltenen ‚relativ äquivalent“ wird. Die 
Zahl m wird hierbei als „Index“ der Untergruppe F mit Bezug auf @ 
bezeichnet. Dieses Fundamentalpolygon & (welches noch mannichfacher 
äquivalenter Modificationen fähig ist, die indess hier unberücksichtigt 
bleiben können) lässt sich in $ als zusammenhängendes Ganze aus- 
breiten und seine freien Kanten werden einander paarweise durch 
Substitutionen von F zugeordnet. In analoger Weise wird aus 5’ ein 
von 2m Kreisbogendreiecken (A, w, v’) gebildetes Fundamentalpolygon 
2 ausgeschieden, wo m’ der Index von F mit Bezug auf @” ist. 

Unsere Voraussetzung verlangt nun geradezu, dass die Polygone 
Zund &, vermöge der Zusammenordnung ihrer Kanten als geschlossene 
Mannichfaltigkeiten betrachtet, die zu f(x, y) =(0 gehörigen Rie- 
mann’schen Flächen über der x- resp. y-Ebene repräsentiren. Demnach 
erübrigt nur, durch eine einfache Vergleichung zu entscheiden, ob die 
Polygone & und &’ den Daten des Lösungssystems (A) entsprechen, 
wozu insbesondere erforderlich ist, dass m=n und m; =n sei. **) 
Ist dies der Fall, so ist nicht nur die Existenz der gesuchten Rie- 
mann’schen Fläche erwiesen, sondern auch der Weg zu ihrer Auf- 
stellung gefunden. 

Der practischen Anwendung des geschilderten Verfahrens stellt 


*) Man vergl. Dyck, Gruppentheoretische Studien, I. Math. Ann. Bd. 20, 
Klein, Ueber die Transformation der elliptischen Functionen. Math. Ann. Bd. 14, 
Hurwitz, Grundlagen einer independenten Theorie der elliptischen Modulfunc- 
tionen. Math. Ann. Bd. 18. 

*#*) Findet sich an Stelle obiger Beziehungen: m = In, m’ = In‘, wo 1 eine 
ganze Zahl bedeutet, und ist p > 0, so leite man aus dem gegebenen Lösungs- 
systeme (A) ein neues (A), ab, indem man 9, = 1(p—1) +1 und für 4, RM, N, 
Trees My... (Arp)y (9r), die mit Z multiplieirten Zahlen q,n, m‘, etc. 
einsetzt, alle übrigen Grössen aber, insbesondere A, u,..., v’ unverändert von 
(A) in (A), herübernimmt, Hierauf betrachte man das Lösungssystem (A), als das 
gegebene. 
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sich im Allgemeinen die Unmöglichkeit entgegen, die unendlich vielen 
Substitutionen der Gruppen G@ und @’ explicite darzustellen, oder doch 
unter eine allgemeine Form zu bringen, deren unbestimmte Coefficienten 
nur an gewisse Bedingungen gebunden sind, wie dies etwa bei den 
Gruppen ganzzahliger linearer Substitutionen geschieht, welche durch 
Congruenzen nach einem Zahlenmodul definirt werden. Die hiermit 
gekennzeichnete Schwierigkeit wird aber durch den Nachweis gehoben, 
dass es zur Aufstellung der gesuchten Biemann’schen Fläche nur der 
Kenntniss einer begrenzten Anzahl von Substitutionen der Gruppen G 
und @' bedarf, welehe durch die uns bekannten erzeugenden Opera- 
tionen jederzeit dargestellt werden können. 

Dies vorausgeschickt, wenden wir uns zur Bestimmung Br linearen 
Transformation 7, bei en I: 

Aus der Dekan der Gruppe @ ist ersichtlich, dass jede ihrer 
Substitutionen V einen bezw. zwei von den Eckpunkten des Netzes 8 
festlässt, übrigens aber den zu den Kreisen dieses Netzes gehörigen 
Orthogonalkreis & in sich überführt. Ist nämlich die betreffende Sub- 
stitution V eine elliptische, so lässt sie zwei in Bezug auf f conjugirte 
Punkte fest, welche entweder ($ imaginär) beide Eckpunkte von 8 
sind, oder von denen (® reell) wenigstens einer Eckpunkt von & ist. 
Ist Y dagegen eine parabolische oder hyperbolische Substitution, so 
bleiben zwei zusammenfallende, bezw. von einander verschiedene Punkte 
des in diesem Falle reellen Hauptkreises 8 einzeln ungeändert. — Es 
wird genügen, die Untersuchung für diesen Fall durchzuführen, dass 
jede der Gruppen @ und @’ einen reellen Hauptkreis besitzt, da die 
hierbei sich ergebenden Resultate ohne Schwierigkeit auf den Fall 
eines imaginären Hauptkreises übertragen werden können. Endlich 
dürfen wir voraussetzen, dass die Gruppe [ nicht bloss aus den Wieder- 
holungen einer einzelnen Substitution bestehe, was auf den Fall 
elementarer Functionen der Kategorien (A) und (B), wie: 


8 (I on = »)= Vı-22 +2 ya@-1), 


3 (5,0 = x) — are sin Vz, 
führen würde. 

Wir setzen 3=3, und denken uns gemäss der Beziehung s=3, (x) 
in der Ebene (s) als Bild der positiven Halbebene (x) ein Ausgangs- 
dreieck (A, u, v) mit den Ecken A, B, C markirt. A liege bei s=o0 
und von den geradlinigen Seiten AP und AC falle erstere mit der 
reellen Axe zusammen (cf. pag. 20, Anm.). Der reelle Orthogonal- 
kreis 8 wird sich entweder 

«) als eine gerade Linie oder 
ß) als ein Kreis um den Nullpunkt 
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darstellen, und zwar tritt Ersteres ein, wenn @=0) für 3,(x2) ein 
logarithmischer Unstetigkeitspunkt ist, Letzteres, wenn 3,(x) in der 
Umgebung von £<=0 den Charakter einer algebraischen Function 
besitzt. Durch symmetrische Reproduction des Dreiecks ABU wird 
das eine der beiden Gebiete, in welche die s-Ebene durch $ zerfällt, 
mit den unendlich vielen Dreiecken (A, u, v) des Netzes S überdeckt; 
dieses Gebiet heisse R. — In einer zweiten Ebene (s’) denken wir uns 
auf ganz dieselbe Art ein Ausgangsdreieck (4A, w, v’) mit den Ecken 
A, b’, C’ eonstruirt, welches vermöge der Beziehung s’ = 3, (y) der 
positiven Halbebene (y) entspricht. Das von dem gleichfalls reellen 
ÖOrthogonalkreis &° begrenzte, mit den symmetrischen Wiederholungen 
des Dreiecks A’Bb’C’ zu überdeckende Gebiet heisse KR. 

Nun ist klar, dass die beiden Gruppen @ und @' einen und den- 
selben Hauptkreis besitzen müssen. Denn, gesetzt, dies sei nicht der 
Fall, so müssten die Substitutionen von F zwei verschiedene Kreise in 
sich überführen, überdies aber noch mindestens einen Eckpunkt von 
S (bezw 8’) festlassen, was nur möglich ist, wenn sich FT auf die 
Identität reducirt oder doch wenigstens nur aus den Wiederholungen 
einer einzelnen Substitution besteht. Beide Annahmen sind hier aus- 
zuschliessen. 

Demnach muss die lineare Transformation ° —=[T,(%,) die Eigen- 
schaft haben, dass durch die Beziehung: 

| S—elils) 
das Gebiet R’ der Ebene (s’) conform auf das Gebiet R der Ebene 
(s) abgebildet wird. Nun giebt es oo? lineare Transformationen, welche 
eine Kreisfläche auf eine andere Kreisfläche conform abbilden. Durch 
die obige Forderung sind also erst 3 von den 6 in den complexen 
Coefficienten der linearen Transformation 7, enthaltenen Constanten 
bestimmt: es bleibt die Verfügung über die drei übrigen offen.*) 

Zur Bestimmung derselben dient die Bemerkung, dass die beiden 
Fundamentalpolygone & und &’, mithin überhaupt die beiden Polygon- 
netze 8 und 8’ in der Ebene (s) mindestens zwei von einander verschiedene 
Eckpunkte gemein haben müssen. Von den ihnen entsprechenden 
Werthepaaren 1. Art (x, y) kann wenigstens das eine durch eine 
geeignete Permutation der Exponenten A, u, v und A, w, v’ in das 
Werthepaar (0, 0) übergeführt werden; das andere sei (&, n), wo & 
und n je eine der Zahlen O0, oo, 1 bedeutet. Welche zwei der zu 
x=( innerhalb R und zu y=0 innerhalb AR’ gehörigen Punkte man 


*) Mit anderen Worten: die Transformation 7, ist vorläufig nur bestimmt 
bis auf eine zutretende lineare Transformation, welche den Kreis £ in sich über- 
führt; von solchen giebt es wieder »°. Wird der Kreis fl imaginär, so treten 
an ihre Stelle die &® Bewegungen in einer Kugelfläche, wenn er in den unendlich- 
fernen Punkt ausartet, die &® Bewegungen in der Ebene. 
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einander zuordnet, ist gleichgültig, da diezus—=&,(@) und’ —=3,(y) 
gehörigen Riemann’schen Flächen in Bezug auf alle diese Punkte sym- 
metrisch sind. Also weise man etwa die Punkte A und A’ einander 
zu und verlange demnach, dass durch die Gleichung s= 7, (s‘) nicht 
nur R’ auf R, sondern auch A’ auf A abgebildet werde. 

Durch diese Forderung ist 7, bis auf eine beliebig zutretende 
lineare Transformation bestimmt, welche A festlässt und 8 in sich 
überführt. Diese letztere charakterisirt sich demnach entweder 

«) als eine Parallelverschiebung der s-Ebene längs der Ge- 
raden fl oder 
ß) als eine reine Drehung um den Punkt s—=(. 
Endlich zeigt sich, dass diese Translation, bezw. Rotation nur auf eine 
endliche Anzahl von Arten so gewählt werden kann, dass auch der 
letzten Bedingung genügt werde, einen zu y= n gehörigen Punkt in 
R' auf einen zu x= 8 gehörigen in R abzubilden. 

Man bilde nämlich, von dem Dreieck ADC ausgehend, innerhalb 
R auf alle möglichen Arten ein zusaınmenhängendes Polygon aus 2n 
abwechselnd der positiven und negativen Halbebene (x) entsprechen- 
den Dreiecken (A,u,v). Dies sei auf N Arten möglich und die 
erhaltenen Polygone seien: 

2, Zyy 2. ., 20; 
die zu diesen Polygonen gehörigen Punkte aber, welche dem Werthe 
x = & entsprechen, seien: 

° DEBSRUNE Bar 

Ebenso bilde man innerhalb R’, von A’.B’C’ ausgehend, auf alle mög- 
lichen Arten ein zusammenhängendes Polygon aus 2» Dreiecken 
(4, u, v’), Die hierbei erhaltenen Polygone seien: 

21, 23, ER, Zy, 
und die in ihnen zu y=n gehörigen Punkte: 

N A NEN E17 

Existirt nun überhaupt eine lineare Transformation 7,, die den 
zu stellenden Anforderungen entspricht, so können die zu x2=8 resp. 
y= n gehörigen von A resp. A’ verschiedenen Punkte in R und R', 
welche durch sie in einander übergeführt werden sollen, nur unter 
den Punkten P,, P,,..., Pu und P//\, P,,..., Pw gesucht werden 
und die gesuchte Transformation 7, ist daher jedenfalls endlichdeutig 
bestimmt. 

Es sei 7, eine lineare Transformation der geforderten Art, so 
bilde man mittels der Gleichung s=[,(s') das Gebiet R’ ab auf R. 


Hierbei mögen aus den Polygonen dr rd die nenn 


gone: 
% [4 ul ’ I 
2, ’ u) yon o.9 Bay'z 
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hervorgehen. — Nach dem Früheren können dann die beiden in den 
Gruppen G und @’ enthaltenen endlichen Complexe H und H’ von 
Substitutionen gebildet werden, welche bezw. die den Polygonen 
D,..., Zyund 3/',..., 2y angehörigen Kreisbogendreiecke (A, u, v) 
und (A, w, v’) sowie deren freie Kanten in einander überführen. Be- 
zeichnet endlich H den Complex derjenigen Substitutionen, die gleich- 
zeitig in H und H’ enthalten sind, so muss es unter den oben auf- 
geführten, wenn nicht mehrere äquivalente, so doch wenigstens ein 
Fundamentalpolygon & und dementsprechend ein Polygon 2” geben, 
dessen freie Kanten durch Substitutionen von H einander zugewiesen 
werden und welches keine zwei mit Bezug auf H relativ äquivalenten 
Dreiecke umfasst. Sind diese Fundamentalpolygone gefunden und ent- 
sprechen sie dem vorgelegten Lösungssystem (A), so ist die Aufgabe, 
die durch (A) definirte Riemann’sche Fläche aufzustellen, als gelöst zu 
betrachten; denn offenbar stellen die geschlossenen Polygone 2 und 
2” direct die Riemann’schen Flächen der Transformationsgleichung über 
der x- resp. y-Ebene dar. 

Die erhaltenen Resultate lassen sich dahin aussprechen: 

(VII) Durch ein gegebenes Lösungssystem der Diophan- 
tischen Gleichungen ist das Transformationsproblem endlich- 
deutig bestimmt. 

Die geschilderten, einigermassen umständlichen Operationen, welche 
zur Aufstellung der gesuchten Riemann’schen Flächen führen, lassen 
sich, wie man an der Hand des in Art. I behandelten Beispiels beur- 
theilen mag, im concreten Falle noch wesentlich abkürzen, indem man 
sich häufig auf eine rein geometrische Discussion beschränken kann, 
während wiederum in anderen Fällen (Modulfunctionen) die gruppen- 
theoretische Behandlung Vortheile gewähren wird. 

Was die Aufgabe der expliciten Darstellung der Transformations- 
gleichung betrifft, für welche die Riemann’sche Fläche bekannt ist, so 
beherrscht man ihre Lösung bis jetzt nur in den niedersten Fällen. 

„ Ist das Geschlecht y=0), so lassen sich & und % bekanntlich rational 
durch einen Parameter © darstellen, als welchen man diejenige ein- 
deutige Function des Ortes in der Riemann’schen Fläche einzuführen hat, 
durch welche sich alle übrigen rational darstellen. Da © durch diese 
Bedingung nur bis auf eine lineare Transformation bestimmt ist, so 
kann © noch drei unabhängigen Bedingungen nach Willkür unterworfen 
werden. Setzt man hierauf: 


-%,(0) — 9,(9) = 0, 
y:%,(0) — 9,(0) = 0, 


wo 9,, d, ganze Functionen n!® Grades und @,, %, ganze Functionen 
G . e = 
n ‘nr Grades bezeichnen, so entsprechen die Werthe & und y, für welche 
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diese Gleichungen in © vielfache Wurzeln aufweisen, den Verzweigungs- 
stellen der Riemann’schen Flächen über der x&- resp. y-Ebene. Da 
aber diese Stellen in unserem Falle nur bei z, y=(0, ®, 1 liegen 
können, so kann man an der Hand der Daten des gegebenen Lösungs- 
systems (A) die Functionen 9,, %,, (9 —%,) sowie @,, %,, (9 — %,) 
der Art nach mit unbestimmten Coefficienten anschreiben, worauf in 
Rücksicht auf die evidenten Identitäten: 

9, —- = (NM —V), 

9% — m=(P —%,) / 
die Üoefficienten durch Vergleichung ausgewerthet werden können. 
Schliesslich ist noch © zu eliminiren.*) — Weit schwieriger gestaltet 
sich die Aufgabe bereits, wenn p = 1 ist. 

Weitere ae in der Lösung des hier angeregten Problerien 
sind erst zu erwarten, wenn es gelungen sein wird, die s-Functionen 
bezw. diejenigen Functionen mit linearen Substitutionen in sich, welche 
aus ihrer Umkehrung entspringen, in bequeme und rasch convergirende 
Reihen zu entwickeln. 


Beispiel. 


Zum Schlusse dieser Arbeit mag ein der Theorie der Modular- 
gleichungen entnommenes Beispiel für die Aufstellung der Riemann’- 
scheu Fläche der Transformationsgleichung mit Benutzung gruppen- 
theoretischer Hülfsmittel gegeben werden, welches meines Wissens 
bisher noch nicht behandelt wurde. 


Wir wählen die Function s(-, 0, 2), welche bekanntlich das 


Periodenverhältniss & eines elliptischen 1. Gattung, abhängig 
von der absoluten Invariante x = J, darstellt und betrachten dıejerien 
algebraische Umformung der Differentialgleichung: 
32 — 41J + 36J? 
Bee 
in sich, welche auf die zur Transformation 11. Ordnung der elliptischen 
Functionen gehörige Modulargleichung: 


zwischen den absoluten Invarianten führt. 
Zu diesem Einde setzen wir: 


o—8(5,0, 5 T), o—3(5, 0,7), er 


*) Näheres findet man in der bereits eitirten Abhandlung: Ueber die Trans- 
formation d. ellipt. Functionen, Math. Ann, Bd. 14, in welcher Herr Klein die 
zur Aufstellung der Modulargleichungen führenden Principien allgemein entwickelt, 
und speciell die Fälle p= 0 ausführlich behandelt hat. 


Transformation der hypergeometrischen Functionen. 43 


und denken uns 3 so bestimmt, dass durch Vermittelung von @=3&(.J) 
die positive Halbebene (J) auf ein Ausgangsdreieck es 0, >) der 
Ebene (») abgebildet wird, dessen Ecken resp. bei: 
| o=1(14iy3), ©, i 
liegen*). Zu den Umkehrfunctionen: 
J=:r(o), J=ı(o) 
gehören dann als Gruppen der Periodieität die ganzzahligen linearen 
Gruppen: | 
O0) rn Wr; 


1, eh ae 
& 


und die ihnen gemeinsame ausgezeichnete Untergruppe FT wird aus @ 
durch die Bedingung: 

ß=0 (mod. 11) 
ausgeschieden. 

Demnach ist es leicht, die Riemann’sche Fläche der Gleichung 
f(J, J) = 0 zu bilden, welche dem Umstande entsprechend, dass das 
zugehörige Lösungssystem (A) bei Vertauschung der nichtaccentuirten 
Buchstaben mit den gleichbezeichneten accentuirten in sich übergeht, 
eine eindeutige Transformation in sich von der Periode 2 besitzt (Ver- 
tauschbarkeit von J und J in der Modulargleichung). Man findet 
nämlich: 


re In er 2 
ed -b-ß-rY-r 1, 
2 a N Er Ne u MA 
= 4-0 2, ae el, 
EN 


und alle dx = 0; —=0 bis auf 
qg=2 Summanden durch: 


oa 
angedeutet werden mag: 
Ist © ein Werth, welcher durch einen Punkt des Ausgangsdreiecks 


repräsentirt wird, so können die zuJ=x(w) gehörigen Werthe J 


durch: 
a  ! 


m=—0, 1: 285,45 


*) S. Klein, a. a. O. Math. Ann. Bd. 14. 
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dargestellt werden. Man construire also von dem Ausgangsdreieck 
1 


0, ) anfangend die 2.12 äquivalenten den Repräsentanten: 


— —, 0 —+- m 
entsprechenden Dreiecke und suche die Substitutionen von [ auf, welche 
die freien Kanten des von ihnen gebildeten Fundamentalpolygons & 
aneinander binden. Die 24 Dreiecke von 2% sind äquivalent mit 24 


1 ı / 
anderen Dreiecken (>, 0, =); welche leicht construirt werden, indem 


man mit der zur Gruppe G gehörigen bekannten Eintheilung der o- 
Ebene eine im 11-fachen Massstabe ausgeführte zur Deckung bringt. 

In Fig. 4 ist das doppelt eingetheilte Fundamentalpolygon 23 dar- 
gestellt. Ueber die Zusammengehörigkeit seiner freien Kanten durch 
Substitutionen von T giebt Fig. 5 und die nachfolgende Tabelle Auf- 
schluss. Endlich erscheint in der (schematisch zu verstehenden) Fig. 6, 
die durch & definirte Riemann’sche Fläche (p=]1) mittels einer ge- 
eigneten Deformation in die Form eines Parallelogramms übergeführt, 
dessen gegenüberliegende Seiten einander zugewiesen sind. Bei der 
eindeutigen Transformation der Riemann’schen Fläche in sich werden 
die Punkte O und OÖ’ vertauscht: 


Tabelle zu Fig. 4 und 5. 


Zusammenge- | Verbindende Charakter 
hörige Kanten: | «-Substitutionen: iostbleibende, DIENEREE d. Subst. 
1 und 24 —=o-+1l 0 = © (doppelt) parabolisch,, 
2 „ I v = 20—11 1 = : 
ne er =. (-7+ Y5) | hyperbolisch, 
Am) | ’ 30-+il 1 A\ | 
a ne al i 
Ba ka Aal 1 _ 
nf |e ieh |0-+04308 
16 „ 23 i Bo — il 1 
IT» | Dr ee, „ 
102230. 
15.4 0 rn @ = OÖ (doppelt) ‚parabolisch. 
1205 10 


Dresden, Mitte Januar 1886. 
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